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Resumen—Entender la relación que surge entre un algoritmo de
búsqueda y el espacio de problemas es una cuestión fundamental
en el campo de la optimizacíon. En este trabajo nos centramos en
la elaboración de taxonomı́as de problemas para algoritmos de es-
timación de distribuciones (EDAs). Mediante la utilizacíon del mo-
delo de poblacíon infinita y asumiendo seleccíon basada en el ran-
queo de las soluciones, agrupamos las funciones inyectivassegún
el comportamiento del EDA. Para llevar a cabo esta clasificación,
se define una relacíon de equivalencia entre funciones que permite
particionar el espacio de funciones en clases de equivalencia para
las cuales el algoritmo tiene un comportamiento similar. Conside-
rar diferentes modelos probabiĺısticos en el EDA genera diferentes
particiones del conjunto de posibles problemas. Como consecuen-
cia natural de las definiciones, todas las funciones objetivo est́an
en la misma clase de equivalencia cuando el algoritmo no impo-
ne restricciones sobre el modelo probabiĺıstico. Con el finde crear
una primera taxonomı́a de problemas, nos centramos en la parti-
ción que se produce cuando se considera un modelo probabiĺıstico
que asume independencia entre las variables. Para ello, primero fi-
jamos las condiciones suficientes para decidir si dos funciones son
equivalentes y segundo, obtenemos los operadores para describir y
contar los miembros de una clase. En general, el presente trabajo
sienta las bases para continuar el estudio del comportamiento de
los EDAs y su relacíon con los problemas de optimizacíon.

Palabras clave— Algoritmos de estimacíon de distribuciones,
modelos probabiĺısticos, factorizaciones, selección basada en ran-
queo, poblacíon infinita, clases de equivalencia, taxonomı́a de fun-
ciones.

I. I NTRODUCCIÓN

Los algoritmos de estimación de distribuciones
(EDAs) [1–3] constituyen un paradigma de optimización
basado en poblaciones que ha adquirido especial relevan-
cia en la última década. Como muestra de esta populari-
dad podemos destacar el desarrollo de nuevos y cada vez
mas sofisticados EDAs [3, 4], la variedad de campos de
aplicación [5–7] o los trabajos que estudian cuestiones
fundamentales con el fin de entender su funcionamiento
[8–11].

La principal caracterı́stica de los EDAs es el uso de
modelos probabilı́sticos para guiar la búsqueda hacia las
áreas más prometedoras del espacio de búsqueda. Ha-
ciendo uso de los mejores individuos de la población, los
modelos probabilı́sticos empleados permiten estimar dis-
tribuciones de probabilidad sobre el espacio de búsque-
da en cada generación del algoritmo. De este modo, ca-
da posible solución tiene una probabilidad asignada que
varı́a durante el proceso de optimización. Estos valores
de probabilidad son la fuente principal para determinar
que soluciones serán devueltas por el algoritmo tras fina-
lizar la búsqueda. Dado un problema, el comportamiento
ideal del algoritmo serı́a conseguir incrementar cada vez
más la probabilidad del óptimo a través del proceso itera-
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tivo. No obstante, cuando un EDA es aplicado para bus-
car la mejor solución a un problema dado, podemos es-
perar diferentes situaciones [10] que pueden diferir con-
siderablemente del caso ideal. En este sentido, identificar
los diferentes comportamientos que un algoritmo puede
exhibir, y cómo estos comportamientos se relacionan con
las caracterı́sticas de los problemas de optimización, es
una cuestión fundamental para entender los mecanismos
subyacentes que gobiernan a este tipo de algoritmos.

Comenzamos por considerar la siguiente cuestión: ¿Es
posible agrupar los problemas de optimización según el
comportamiento del EDA?. Con esta pregunta cuestiona-
mos la existencia de grupos de problemas para los cuales
el algoritmo se comporta igual y además, si los hay, que-
remos saber cómo son esos grupos. Con el fin de abordar
esta cuestión, asumimos tres simplificaciones principal-
mente: 1) consideramos EDAs con población infinita, 2)
la selección está basada en el ranqueo de las soluciones y
3) el algoritmo es aplicado en el espacio de las funciones
inyectivas. Bajo estas asunciones, definimos una relación
de equivalencia entre funciones basada en la secuencia de
distribuciones de probabilidad que genera el EDA duran-
te la búsqueda. Esta relación de equivalencia particiona
el espacio de funciones en clases de equivalencia. Ası́,
podemos establecer que el algoritmo tendrá un compor-
tamiento similar para las funciones que pertenezcan a la
misma clase.

Con el fin de llevar a cabo una primera exploración
de las clases de equivalencia que un algoritmo genera en
relación al modelo probabilı́stico que implementa, nos
centraremos en un EDA que asume independencia entre
las variables del problema. Para este tipo de algoritmo,
primero fijamos las condiciones para identificar funcio-
nes equivalentes. A continuación, desarrollamos los ope-
radores que nos permiten describir las funciones de una
misma clase y ası́ contar el número de elementos por cla-
se. Además, mostramos que todas las funciones están en
la misma clase de equivalencia cuando el algoritmo no
asume ninguna restricción en el modelo probabilı́stico.

Este trabajo constituye un primer estudio de la rela-
ción entre funciones objetivo y EDAs desde el punto
de vista de las clases de equivalencia que su comporta-
miento genera. Sin embargo, tras crear la agrupación de
funciones respecto a un EDA, surgen nuevas cuestiones:
¿cómo podemos describir e identificar las clases que con-
tienen problemas fáciles y difı́ciles? [12], ¿cómo el mo-
delo probabilı́stico utilizado cambia la partición que se
hace del espacio de funciones?, ¿cómo estudiar la con-
vergencia del algoritmo para los problemas de una cierta
clase? [13,14], ¿cuáles son los descriptores del problema
que permiten identificar la clase a la que éste pertenece?,



¿cómo se deben extrapolar estos resultados a los algorit-
mos que utilizan poblaciones finitas?, etc. La manera en
la cual se pueden abordar algunas de estas cuestiones se
discute a lo largo del artı́culo.

El resto del trabajo se organiza como sigue. En la Sec-
ción II se introducen los algoritmos de estimación de dis-
tribuciones. La Sección III explica el mecanismo de los
EDAs con población infinita dentro del marco de este
trabajo. La sección IV presenta y discute la definición
formal de equivalencia. En la Sección V se establece
la condición suficiente para decidir la equivalencia en-
tre dos funciones para un EDA simple. En la Sección VI
se desarrollan los operadores para alcanzar las funciones
de una misma clase. La Sección VII discute las posibles
lı́neas futuras del trabajo y finalmente en la Sección VIII
se ofrecen las conclusiones recogidas tras el estudio.

II. A LGORITMOS DE ESTIMACIÓN DE

DISTRIBUCIONES

En este trabajo, se considera el siguiente problema de
optimización:

x∗ = arg máx
x

f(x), (1)

dondeS = {0, 1}n representa el espacio de búsqueda,
x = (x1, . . . , xn) ∈ S es una solución yf : S → R es la
función objetivo. Por motivos de simplicidad, tratamos
con variables binarias aunque los resultados fundamen-
tales que se presentan no dependen de la cardinalidad de
las variables. La cardinalidad del espacio de búsqueda es
|S| = 2n. A lo largo del trabajo, asumimos quef(x) es
inyectiva.

En EDAs se utilizan distribuciones de probabilidad
con el fin de alcanzar la solución óptimax∗ y resolver
el Problema 1. Por lo tanto, necesitamos las siguientes
definiciones. SeaX = (X1, . . . , Xn) un vector den va-
riables aleatorias binarias. Se definep(X = x), o simple-
mentep(x), como la distribución de probabilidad con-
junta sobre las variablesX las cuales toman valores en el
espacio de búsquedaS. El esquema general del EDA se
resume en el Algoritmo 1

Algoritmo 1: EDA

1 Dt=0 ← GenerarN individuos aleatoriamen-
te

2 do {
3 Dt ← Evaluar los individuos
4 Ds

t ← SeleccionarM < N individuos de
Dt según el esquema de selección

5 pt(x) = p(x|Ds
t ) ← Estimar la distribu-

ción de probabilidad conjunta
6 Dt+1←MuestrearM individuos dept(x)

y crear la nueva población
7 t← t+ 1
8 } until Criterio parada

De forma alternativa, el procedimiento de un EDA
también puede explicarse en términos de las distribu-
ciones de probabilidad involucradas en la búsqueda [15]

Fig. 1.Distribuciones de probabilidad relacionadas con los componen-
tes del EDA.Dt, Ds

t
, Dt+1: población e individuos seleccionados

en la generaciónt, y población en la generaciónt + 1. p(x, t),
ps(x, t), pa(x, t): Distribuciones de probabilidad conjuntas para la
población, el conjunto selección y el modelo probabiĺıstico.

(ver Fig. 1). En primer lugar,Dt denota la población
que el EDA maneja en la generaciónt y p(x, t) es la
distribución subyacente a esta muestra. En segundo lu-
gar, ps(x, t) representa la distribución de probabilidad
correspondiente al conjunto de individuos seleccionados
Ds

t . Finalmente,pa(x, t) es la distribución obtenida por
el modelo probabilı́stico al aproximarps(x, t). Una vez
que tenemospa(x, t), la población de la siguiente ge-
neraciónDt+1 se genera mediante un muestreo de esta
distribución.

A. Esquemas de selección

Según algunos autores [16], los esquemas de selección
pueden clasificarse en dos grupos: selección proporcio-
nada y selección ordinal. Los procedimientos que imple-
mentan selección proporcionada seleccionan los indivi-
duos según el valor de función especı́fico de cada uno.
Sin embargo, los procedimientos de selección ordinal no
seleccionan los individuos según su valor de función sino
basándose en su ranqueo dentro de la población. Por lo
tanto, este tipo de selección sólo tiene en cuenta infor-
mación cualitativa dada por la función i.e. sólo tiene en
cuenta el hecho de quef(x) > f(y) en lugar de consi-
derar los valores de función especı́ficos. En este trabajo,
asumimos este tipo de selección en el algoritmo. Entre
las implementaciones más comunes podemos encontrar
la selección por truncación, torneo, ranking lineal o ran-
king exponencial. Estos procedimientos son considera-
dos en una amplia variedad de algoritmos evolutivos tan-
to para su aplicación práctica como en estudios teóricos
[13,17,18].

B. Modelos probabilı́sticos

Para tratar con distribuciones de probabilidad, el uso
de modelos probabilı́sticos es esencial [19]. Un modelo
probabilı́stico es capaz de expresar propiedades cualita-
tivas y cuantitativas de una distribución de probabilidad.
Ası́, este tipo de modelos permite codificar la distribu-
ción conjunta y manejarla en tiempos de cómputo razo-
nables.

En EDAs, lo más común es utilizar modelos proba-
bilı́sticos que factorizan la distribución conjunta por me-
dio de funciones de probabilidad condicionadas. Esto
es debido principalmente a motivos de eficiencia en el
aprendizaje, el almacenamiento y especialmente en el



muestreo. En general, la factorización juega un papel
fundamental en EDAs. La elección de una factorización
apropiada para aproximar la distribución de probabilidad
de los individuos seleccionados es un punto clave para
el éxito de la búsqueda. De hecho, los diferentes EDAs
suelen clasificarse según el tipo de modelo probabilı́stico
que utilizan.

Para ilustrar los conceptos que nos permiten realizar
una taxonomı́a de problemas para EDAs vamos a uti-
lizar el algoritmo mas sencillo, es decir, aquel que su-
pone que las variables del problema son independientes.
Ası́, consideramos que la distribuciónpa(x, t) se factori-
za mediante distribuciones marginales univariadas de las
siguiente manera:

pa(x) =

n∏

i=1

ps(xi), (2)

dondeps(xi) la distribución de probabilidad marginal de
la variablei-ésima tras la selección.

III. EDA S CON POBLACÍON INFINITA

A pesar de que los EDAs son básicamente un proceso
iterativo de selección, aprendizaje y muestreo, el núme-
ro de diferentes implementaciones que puede encontrarse
en la literatura es considerablemente elevado. Además,
este tipo de algoritmos puede ser aplicado en problemas
muy diversos. Por lo tanto, ante una variedad tan amplia
de situaciones y comportamientos, alcanzar un entendi-
miento general del funcionamiento de los EDAs es una
tarea difı́cil y delicada.

Una alternativa para el estudio del comportamiento de
los EDAs es el uso del modelo de población infinita (e.g.
[13, 14, 20]) donde el algoritmo se reduce a su esencia
y se elimina la aleatoriedad. En este modelo se asume
que las distribuciones empı́ricas que se inducen de las
soluciones enDt y Ds

t (Fig. 1) convergerán, respectiva-
mente, a las distribuciones de probabilidad subyacentes
p(x, t) y ps(x, t) conforme el tamaño de la muestra tien-
de a infinito. Por lo tanto,p(x, t) y ps(x, t) pueden verse
como la población y el conjunto de individuos seleccio-
nados en la iteraciónt en EDAs con población infini-
ta [14]. Según estos argumentos, como la muestra obte-
nida depa(x, t) tiende a infinito, podemos asumir que
p(x, t+ 1) = pa(x, t).

Algoritmo 2: EDA con población infinita, A

1 pt=0 es la población inicial

2 do {
3 Computar el esquema de selecciónφ sobre

la población,ps
t = φ(pt)

4 Computarpa
t = M(ps

t , σ) para aproxi-
marps

t .
5 pt+1 ← pa

t

6 t← t+ 1
7 } until Convergencia

En el Algoritmo 2, presentamos el modelo de EDA

que consideraremos a partir de ahora. Este algoritmo se
denota comoA. Las poblaciones se representan como
vectores de probabilidadpt = (p1, p2, . . . , p|S|) donde
cadapi es la probabilidad de una soluciónx ∈ S. De la
misma manera, la población seleccionadaps y la apro-
ximaciónpa pueden representarse mediante estos vecto-
res. Utilizamos el vectorp para representar las poblacio-
nes porque nos permitirá ordenar las probabilidades sin
restricciones.

El espacio de todos los posibles vectores de probabili-
dad que puede tomar el algoritmo lo definimos como:

Ω|S| = {(p1, p2, . . . , p|S|)|

|S|∑

i=1

pi = 1, pi ≥ 0}.

Para las poblaciones inicialesp0 = (p1, . . . , p|S|) se es-
tablece quepi > 0 para todoi ∈ {1, . . . , 2n}. Dada
una población inicial, un algoritmoA aplicado a una fun-
ción f(x) produce secuencias deterministas de vectores
de probabilidad o poblaciones:

p0,p1,p2,p3, . . .

En el presente trabajo, utilizamos esta secuencia de
poblaciones para describir el comportamiento del algo-
ritmo.

A. Operador de selección basado en ranqueo

Como ya se dijo, en este trabajo sólo consideramos
esquemas de selección basados en el ranqueo de las so-
luciones dentro de la población. Al trabajar con pobla-
ción infinita, en cada generación del algoritmo se consi-
dera que todo el espacio de búsqueda está representado
en la población. La funciónf(x) puede verse como una
permutaciónσ de las soluciones enS. Ası́, la primera
solución deσ, denotada comox1, tiene el mayor valor
de función,x2 tiene el segundo mejor valor y ası́ hasta
la última soluciónx2n la cual tiene asignado el valor de
función más bajo:

f(x1) > f(x2) > . . . > f(x2n).

Para nuestros propósitos, también nos es útil definir
la función biyectivaσ : S → {1, . . . , 2n}. Tenemos
queσ(x) = τ nos devuelve el rankingτ de la solución
x ∈ S. Hemos hecho cierto abuso de notación ya queσ

representa tanto una permutación de las soluciones enS

como la funciónσ(x) que acabamos de definir. No obs-
tante, ambos elementos serán utilizados sin ambigüedad.
Una permutaciónσ dada representa a todas las funcio-
nesf(x) que proporcionan el mismo ordenamiento de
los elementos deS. Al considerar esta relación entre fun-
ciones y permutaciones, utilizaremosσ para representar
funciones en el resto del artı́culo. En total, tenemos2n!
funcionesσ y definimos el conjunto de todas ellas como
Π.

El la Tabla I, mostramos un ejemplo deσ paran = 3
donde las soluciones se han ordenado según una función
f(x). En la primera columna están los valores originales



f(x) σ σ(x) Poblaciónp
(x1, x2, x3)

100 (1,1,1) 1 p(σ−1(1)) = p1
50 (0,1,0) 2 p(σ−1(2)) = p2
45 (0,0,1) 3 p(σ−1(3)) = p3
20 (1,0,0) 4 p(σ−1(4)) = p4
10 (0,1,1) 5 p(σ−1(5)) = p5
3 (1,0,1) 6 p(σ−1(6)) = p6
1 (1,1,0) 7 p(σ−1(7)) = p7

0.5 (0,0,0) 8 p(σ−1(8)) = p8

TABLA I

EJEMPLO DE FUNCÍONσ Y POBLACIÓNp PARA 3 VARIABLES .

de la función, en la segunda columna está la correspon-
diente permutación de solucionesσ y en la tercera co-
lumna están las posiciones del ranking dadas porσ(x).

En este trabajo, asumimos que cualquier vector de pro-
babilidadp que maneje el algoritmoA está ordenado
según la funciónσ. Ası́, tenemos quep1 es siempre la
probabilidad de la solución óptimaσ−1(1), p2 es la pro-
babilidad de la soluciónσ−1(2) y ası́ sucesivamente has-
ta la última probabilidadp2n correspondiente a la peor
solución. En general, tenemos quepi = p(σ−1(i)). La
ordenación de la población se ilustra en la última colum-
na de la Tabla I.

En el algoritmoA, la selección se define formalmente
comoφ : Ω|S| → Ω|S|. La selección, para generar la
nueva distribución, únicamente considera las posiciones
en el rankingσ(x) y no las configuraciones especı́ficas
x. Por lo tanto, si obtenemos dos poblaciones igualesp1

y p2 cuando el algoritmoA es aplicado a dos funciones
diferentes, tendremos que, tras el paso de selecciónφ,
ps
1 = ps

2 independientemente deσ. Podemos decir que
la selección es un operador neutral que actúa igual ante
cualquier función.

B. La aproximacíonM

En el algoritmoA, el paso de aproximación debe te-
ner en cuenta la distribución de probabilidadps(x) de
los individuos seleccionados. Para ello, debemos unir el
vectorps con la permutaciónσ a través del par(ps, σ).
El par (ps, σ) induce una distribución de probabilidad
ps(x) tal queps(σ−1(i)) = psi . Por lo tanto, tenemos
que ps1 = ps(σ−1(1)) es la probabilidad del óptimo,
ps2 = ps(σ−1(2)) es la probabilidad del segundo me-
jor y ası́ sucesivamente. La aproximación se define co-
mo una funciónM : Ω|S| × Π → Ω|S| que se aplica
comopa = M(ps, σ) en el algoritmoA. Por simplici-
dad, consideramos que la factorización que el algoritmo
utiliza para aproximar la distribución de los individuos
seleccionados está implı́cita en la funciónM.

Como se comentó en la Sección II, asumimos que la
distribución aproximadapa(x) se calcula mediante pro-
babilidades marginales obtenidas deps(x). Mas concre-
tamente, nos centraremos en EDAs que introducen la fac-
torización dada en la Ecuación 2. Por lo tanto, en este ca-
so, la funciónM estará implementada según dicha Ecua-

ción 2. En un EDA con poblaciones finitas, las probabi-
lidades marginalesp(xi) son estimadas del conjunto de
individuos seleccionados e.g. mediante el cálculo de fre-
cuencias relativas. No obstante, en el modelo de pobla-
ción infinita asumimos que las probabilidades se calculan
de forma exacta como,

ps(xi) =
∑

x\xi

ps(x). (3)

IV. EQUIVALENCIA ENTRE FUNCIONES

Un EDA A induce secuencias deterministas de vec-
tores de probabilidad. La ejecución de una iteración del
algoritmo puede expresarse mediante una funciónG :
Ω|S| × Π → Ω|S| comopt+1 = G(pt, σ). La función
G es una composición de la selecciónφ y la función de
factorizaciónM tal queG =M◦ φ. De esta forma, una
secuencia de poblaciones generada porA puede expre-
sarse como iteraciones de la funciónG:

p0,G(p0, σ),G
2(p0, σ),G

3(p0, σ), . . .

dondeGt(p0, σ) es la población en la generaciónt.
Las propiedades de funciones similares aGt han si-

do habitualmente analizadas mediante sistemas dinámi-
cos. En [13, 21], se aportaron importantes resultados de
convergencia para algunos EDAs utilizando esta aproxi-
mación. Nosotros, por ahora, no necesitamos considerar
implementaciones concretas paraφ oM y por lo tanto,
G no tiene una formulación especı́fica con la que estu-
diar la dinámica del algoritmo. Aunque la secuencia de
poblaciones puede verse como un sistema dinámico, to-
maremos una perspectiva más general para describir el
comportamiento del EDA. Comenzamos por definir la
equivalencia entre dos funciones.

Definición 1: Seanσ1 y σ2 dos funciones y seaA un
EDA que implementa cualquierφ yM dados. Decimos
queσ1 y σ2 son equivalentes paraA si para cualquier
población inicialp0 ∈ Ω|S|, G

t(p0, σ1) = Gt(p0, σ2)
para todot = 1, 2, 3, . . ..

Si dos funcionesσ1 y σ2 son equivalentes paraA, las
correspondientes secuencias de poblaciones que genera
el algoritmo son iguales desde cualquier población ini-
cial. La intuición que hay detrás de la Definición 1 es la
siguiente. Decimos que dos funciones son equivalentes
para un EDA cuando el comportamiento del algoritmo es
el mismo desde el punto de vista de las posiciones que
las soluciones ocupan en el ranking. Considérese que te-
nemos dos permutaciones diferentesσ1 y σ2 de las so-
luciones enS. Si aplicamos el algoritmoA en ambas
funciones obtendremos dos secuencias de poblaciones.
Si estas funciones son equivalentes para dicho algorit-
mo, éste asignará los mismos valores de probabilidad en
las mismas posicionesσ(x) del ranking en las dos ejecu-
ciones. Lo importante es que esta asignación es indepen-
diente de las configuraciones especı́ficasx que haya en
cada posición del ranking. Como el algoritmoA ordena
las poblaciones segúnσ, podemos decir que el algoritmo
genera la misma secuencia de poblaciones paraσ1 y σ2.



La Definición 1 proporciona una relación de equiva-
lencia porque es una relación reflexiva, simétrica y tran-
sitiva. Dada esta relación de equivalencia, por cadaσ, te-
nemos su clase de equivalencia denotada como[σ]. Esta
clase está formada por el conjunto de las funciones que
están relacionadas conσ por satisfacer la condición de
la Definición 1. Mediante esta relación de equivalencia
podemos particionar el espacio de funciones en clases de
equivalencia para un algoritmoA.

Teniendo en cuenta las anteriores definiciones de al-
goritmo, función y equivalencia, se puede deducir el si-
guiente resultado.

Teorema 1:SeaA un EDA que implementaM como
pa(x, t) = ps(x, t) para todot = 1, 2, 3 . . .. Todas las
funcionesσ pertenecen a la misma clase de equivalencia
paraA.

La demostración del teorema es directa. Dado cual-
quier par de funciones, el algoritmoA es aplicado a ellas
partiendo del mismo punto inicialp0. Debido a la neu-
tralidad deφ, el algoritmo genera el mismo vectorps

0

tras la selección. A continuación, comoM satisface que
pa(x) = ps(x), tendremos la misma aproximaciónpa

0

en el caso de ambas funciones. Esta situación se repite
en todas las generaciones. Por lo tanto, si se asume que
p(x, t + 1) = ps(x, t), el EDA exhibe exactamente el
mismo comportamiento para todas las funciones. Pode-
mos decir que todos los problemas son igualmente difı́ci-
les desde el punto de vista de este algoritmo.

A. Descriptores del comportamiento del EDA

Una vez que hemos dividido los problemas en clases
de equivalencia, es interesante tratar de estudiar estas cla-
ses en relación al comportamiento del EDA dentro de
ellas. Por un lado, el descriptor más básico de este com-
portamiento es la propia secuencia de poblaciones gene-
rada por el algoritmo. Por definición, sabemos que las se-
cuencias que el algoritmo produce para las funciones de
la misma clase son iguales. Si embargo, comparar las se-
cuencias entre clases es una cuestión que merece especial
atención. Por otro lado, podemos utilizar la idea de bases
de atracción de las soluciones enS. Base de atracción
es un término usado en sistemas dinámicos que adopta-
mos en este trabajo de manera simplificada. En términos
generales, la base de atracción de un puntox en un siste-
ma dinámico es el conjunto de puntos iniciales que con-
vergen ax. En nuestro contexto, teniendo en cuenta la
funciónG, decimos que la base de atracción de una solu-
ción x ∈ S, es el conjuntoZ ⊆ Ω|S| tal que∀p ∈ Z,
limt→∞G

t(p, σ) = p
x
. Como trabajamos con vectores

de probabilidad en lugar de con soluciones, utilizamos el
vectorp

x
para representar la población que ha convergi-

do a la soluciónx. Ası́,p
x

tiene un1 en la posición que
dicha solución ocupa en el ranking i.e.pσ(x) = 1. Según
esta definición, las bases de atracción producidas porA
cuando se aplica a una funciónσ generan una partición
deΩ|S| dada por los conjuntosZ1, . . . ,Z |S|. Estos con-
juntos contienen las poblaciones iniciales que convergen
a cada solución del espacio de búsqueda.

Finalmente, de la Definición 1 se deduce que si dos

funcionesσ1 y σ2 son equivalentes, generan las mismas
bases de atracciónZ1, . . . ,Z|S|. Por lo tanto, todas las
funciones pertenecientes a la misma clase tienen las mis-
mas bases de atracción. Sin embargo, dos clases dife-
rentes pueden tener las mismas bases de atracción pero
siempre tendrán secuencias de poblaciones diferentes.

V. CONDICIÓN DE EQUIVALENCIA

Este sección profundiza en la equivalencia entre fun-
ciones cuando el algoritmo utiliza probabilidades margi-
nales univariadas para factorizarpa(x, t) (Ecuación 2).
Diferentes algoritmos como population-based incremen-
tal learning (PBIL), compact genetic algorithm (cGA) o
univariate margnial distribution algorithm (UMDA) in-
troducen este tipo de factorización. A continuación, se
presenta la condición que deben cumplir dos funciones
para ser equivalentes para un EDA que introduzca este
tipo de modelo probabilı́stico.

La cuestión fundamental es la forma en la cual la fun-
ción σ se relaciona con la estructura de la factorización
utilizada para computarM. Más concretamente, lo que
tenemos en cuenta es cómo las posicionesσ(x) de las
soluciones en el ranking se organizan en las diferentes
distribuciones marginales que forman la factorización. El
cálculo de cada marginalps(xi) se puede relacionar con
el ranqueo de las soluciones involucradas en el sumato-
rio. Ası́, utilizando la función inversaσ−1(τ) = x, po-
demos reescribir la Ecuación 3 como,

ps(xi) =
∑

x\xi

ps(x) =
∑

τ∈Q
xi

i

ps(σ−1(τ)), (4)

dondeQxi

i = {τ : σ−1(τ) = (y1, . . . , yn) ∧ yi = xi}
es el conjunto de las posiciones que ocupan en el ran-
king las solucionesx ∈ S cuyos valores de probabilidad
han sido utilizados para calcular la probabilidad margi-
nal. La cardinalidad de cualquier conjuntoQxi

i es siem-
pre2n−1. Ası́, por cada probabilidad marginalp(xi), te-
nemos el conjuntoQ0

i asociado ap(Xi = 0) y el con-
junto Q1

i asociadop(Xi = 1). De esta manera, asocia-
mos el conjuntoOi = {Q0

i , Q
1
i } a la distribución mar-

ginal p(xi). Estos conjuntos cumplen que para todoi,
Q0

i ∪Q
1
i = {1, . . . , 2n} y Q0

i ∩Q
1
i = ∅. Finalmente, de-

finimos el conjuntoGσ = {O1, O2, . . . , On} que recoge
toda la información necesaria para relacionar la función
con la factorización. Los valores contenidos en los con-
juntosQxi

i dependen de la función a la cual se aplica el
algoritmo. La estructura de conjuntos que expresa la re-
lación entre el modelo probabilı́stico y la funciónσ se
ilustra en la Fig. 2. Para entender mejor esta relación,
utilizamos el ejemplo de función que se muestra en la
Tabla I. En este caso, mediante la Ecuación 4, el valor de
probabilidadp(X1 = 0) se calcula a través de las solu-
ciones cuyas posiciones en el ranking forman el conjunto
Q0

1 = {2, 3, 5, 8}. A su vez,p(X1 = 1) está asociado
al conjunto de posicionesQ1

1 = {1, 4, 6, 7}. Por lo tan-
to, tenemos el conjuntoO1 = {{2, 3, 5, 8}, {1, 4, 6, 7}}
asociado a la marginalp(x1). Siguiendo el ejemplo, te-
nemos que la marginalp(x2) tiene asociado el conjun-



Fig. 2.Representación basada en conjuntos de la relaciónentre la fun-
ción y el modelo probabiĺıstico

to O2 = {{3, 4, 6, 8}, {1, 2, 5, 7}} y p(x3) el conjunto
O3 = {{2, 4, 7, 8}, {1, 3, 5, 6}}. Finalmente, construi-
mos el correspondiente conjuntoGσ = {O1, O2, O3}
asociado a la factorización y la funciónσ.

Mediante esta representación basada en conjuntos, po-
demos dar la siguiente condición de equivalencia que nos
permitirá particionar el espacio de funciones.

Teorema 2:SeaA un EDA que implementaM como
pa(x) =

∏n

i=1 p
s(xi). Dos funcionesσ1 y σ2 son equi-

valentes paraA si Gσ1
= Gσ2

.
Esta condición es suficiente pero no necesaria debido

principalmente a que no hemos profundizado en las pro-
piedades de la selecciónφ. La hipótesis es que la con-
dición se podrı́a transformar en suficiente y necesaria si
imponemos ciertas restricciones básicas sobreφ. Sin em-
bargo, tratar esta cuestión está fuera del alcance del pre-
sente trabajo. En cualquier caso, la condición de equiva-
lencia impuesta por el Teorema 2 es válida para cualquier
implementación deφ.

Debido a las limitaciones de espacio, en el presen-
te artı́culo no presentamos la demostración rigurosa del
Teorema 2. La intuición que hay detrás de dicho teorema
es la siguiente. Dadas las dos funcionesσ1 y σ2, el al-
goritmo asigna las mismas probabilidades a las mismas
posiciones del ranking en la población inicialp0. La se-
lecciónφ actúa según el ranqueo de las soluciones sin
tener en cuenta la configuraciónx de dichas soluciones.
Las probabilidades sufren las mismas modificaciones en
el paso de selección y la funciónφ devuelve el mismo
vectorps

0 para ambas funciones. En este punto, si los
conjuntosGσ1

y Gσ2
son iguales entonces las función

de aproximaciónM produce el mismo vectorpa
0 en los

dos casos. La situación descrita anteriormente se repite a
lo largo de todas las generaciones por lo que el algoritmo
genera la misma secuencia de poblaciones al ser aplicado
tanto aσ1 y como aσ2.

VI. D ESCRIPCÍON DE LAS FUNCIONES EN LA MISMA

CLASE

Según el Teorema 2, si se cumple queGσ1
= Gσ2

entonces sabemos que el algoritmo genera la misma se-

cuencia de poblaciones para las correspondientes fun-
cionesσ1 y σ2 y por lo tanto son equivalentes. De la
igualdad de estos conjuntos también podemos derivar las
operaciones que, dada una función, nos permiten obtener
otras funciones pertenecientes a su clase de equivalen-
cia. Ası́, con el fin de describir las funciones de la cla-
se [σ], debemos obtener todos los posiblesGσ′ tal que
Gσ = Gσ′ . Entonces, podemos afirmar que las corres-
pondientes funcionesσ′ están en la clase[σ].

DadoGσ = {O1, . . . , On} =
= {{Q0

1, Q
1
1}, . . . , {Q

0
n, Q

1
n}}, las dos siguientes ope-

raciones no modifican el conjuntoGσ y generan nuevas
funciones equivalentes.
1. DadosOi = {Q0

i , Q
1
i } y Oj = {Q0

j , Q
1
j}, se pueden

intercambiar los conjuntosQ entre ambos conjuntosO
para obtenerOi = {Q0

j , Q
1
j}, Oj = {Q0

i , Q
1
i }. Los con-

juntosQ0
i y Q1

i deben moverse juntos, de otra manera
la probabilidad marginal no tendrı́a sentido y demás ob-
tendrı́amos conjuntosO diferentes a los anteriores. Esta
operación puede ser interpretada como un intercambio de
las posiciones del ranking que se han utilizado para cal-
cular las marginales según la Ecuación 4. El efecto que
esta operación tiene en una permutaciónσ es el de in-
tercambiar los valores asignados aXi por los deXj en
cada una de las posiciones del ranking. Esto produce una
nueva función equivalente aσ. En general, tenemosn!
permutaciones de los conjuntosQ entre losn conjuntos
Oi, i ∈ {1, . . . , n}.
2. La segunda operación que mantiene el conjuntoGσ

intacto es la siguiente. Las posicionesτ del ranking que
contienen los conjuntosQ0

i , Q
1
i ∈ Oi se pueden inter-

cambiar (todas a la vez). El impacto que tiene este movi-
miento enσ es el de cambiar ceros por unos, y vicever-
sa, en la correspondiente variableXi. Por lo tanto, esto
significa que la negación de una variable produce otra
función equivalente. En total, tenemos2n posibles nega-
ciones de las variables si se incluye la propia funciónσ

sin modificar.

σ σ′ σ′′

Ranqueo (x1, x2, x3) (¬x1, x2, x3) (¬x1, x3, x2)

1 (1,1,1) (0,1,1) (0,1,1)
2 (0,1,0) (1,1,0) (1,0,1)
3 (0,0,1) (1,0,1) (1,1,0)
4 (1,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
5 (0,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
6 (1,0,1) (0,0,1) (0,1,0)
7 (1,1,0) (0,1,0) (0,0,1)
8 (0,0,0) (1,0,0) (1,0,0)

TABLA II

FUNCIONES EQUIVALENTESσ, σ′ Y σ′′ .

En la Tabla II, damos un ejemplo de funciones equi-
valentes paran = 3. La funciónσ′ ∈ [σ] se ha ob-
tenido negando los valoresx1 en σ. La funciónσ′′, la
cual está en la misma clase de equivalencia, se ha pro-
ducido intercambiando los valoresx2 y x3 en cada posi-
ción del ranking enσ′. Estas operaciones son indicadas



en las columnas correspondientes y puede comprobarse
queGσ = Gσ′ = Gσ′′ .

De manera informal, podemos de decir que el inter-
cambio y negación de variables enσ produce funciones
equivalentes. Además, podemos afirmar que no hay más
operaciones que puedan producir funciones equivalentes
según el Teorema 2.

Finalmente, debido a que el Teorema 2 sólo da una
condición suficiente, concluimos que el número mı́nimo
de funciones por clase esn!2n y por lo tanto el número
máximo de clases es

(2n − 1)!

n!
.

En otras palabras, este es el número de comportamientos
diferentes que el algoritmo puede exhibir en términos de
secuencias de poblaciones. Además, como la factoriza-
ción que hemos considerado es la más sencilla posible,
no puede haber un EDAA que genere particiones más
pequeñas del espacio de funciones.

VII. T RABAJO FUTURO

Existe una gran variedad de cuestiones que deberı́an
ser tratados en trabajos futuros.Éstas son las más desta-
cadas:

Deberı́amos explorar en profundidad las clases dadas
por el EDA que asume independencias entre las varia-
bles. Esto nos ayudarı́a a entender cómo son los diferen-
tes comportamientos que se dan en cada clase. Para hacer
esto, una primera aproximación serı́a realizar simulacio-
nes numéricas del algoritmo en problemas con un núme-
ro reducido de variables. Ası́, inicializando el algoritmo
desde un conjunto suficientemente grande de poblacio-
nes, podemos obtener las bases de atracción. Estas bases
de atracción pueden ser interpretadas como una medida
de dificultad del problema. Por ejemplo, si únicamente
tenemos en cuenta la solución óptima, podrı́amos decir
que un problemaσ es más fácil que un problemaσ′ si la
base de atracción del óptimo enσ es mayor que enσ′.

En este trabajo, sólo consideramos el ranking dado por
la función. Sin embargo, en la práctica, sólo dispone-
mos de una información muy reducida sobre el problema.
Creemos que es importante estudiar la relación entre los
descriptores del problema y las clases a las cuales éstos
pertenecen. Por ejemplo, descriptores como el número de
óptimos locales, el grado de engaño o la descomposición
en sumas de la función han sido relacionados con la difi-
cultad de los problemas en algoritmos evolutivos [22]. Si
conseguimos relacionar estos elementos con las clases de
equivalencia, podrı́amos obtener una fuente de informa-
ción para arrojar luz sobre la siguiente cuestión: ¿Cuáles
son las caracterı́sticas del problema que determinan el
comportamiento del EDA?.

La forma en la que el algoritmo converge depende
fuertemente de la implementación de la selección. Con
el fin de aportar resultados de convergencia, primero de-
berı́amos estudiar la convergencia del algoritmo cuando
se asume quep(x, t + 1) = ps(x, t) i.e. cuando no se
considera ninguna restricción en el modelo probabilı́sti-

co. Para hacer esto, debemos profundizar en el estudio de
la selecciónφ y sus propiedades.

Para relacionar secuencias de diferentes clases, debe-
mos estudiar propiedades de las secuencias de poblacio-
nes dadas por la iteración de la funciónG. Como ya dis-
cutimos previamente, podemos tener dos clases de equi-
valencia con las mismas bases de atracción pero sabe-
mos, por definición, que dos clases diferentes siempre
tienen secuencias de poblaciones diferentes. Por lo tanto,
estas secuencias pueden ser usadas para distinguir com-
portamientos con precisión. Por ejemplo, consideremos
todas las funciones que sólo tienen un óptimo local (el
óptimo global). Sabemos por [13] que este óptimo es el
único punto fijo atractivo para un EDA que asume in-
dependencia entre las variables. Según esto, podrı́amos
pensar que el algoritmo tiene el mismo comportamien-
to para todas estas funciones. Sin embargo, en este caso
simple, se puede calcular que el número de funciones con
un óptimo local es mayor que el número de funciones que
caben en una clase de equivalencia. Por lo tanto, aunque
las bases de atracción para todas las funciones con un
óptimo local sean iguales, se pueden distinguir diferen-
tes comportamientos del algoritmo según las secuencias
de poblaciones. Creemos que este tipo de consecuencias
pueden ser útiles para extrapolar los resultados obtenidos
con poblaciones infinitas a EDAs con poblaciones finitas.

Finalmente, diferentes elementos del presente trabajo
pueden ser generalizados. Por ejemplo, podemos desa-
rrollar definiciones de equivalencia más generales que in-
volucren diferentes algoritmos o grupos de modelos pro-
babilı́sticos, también podemos extender los conjuntosGσ

para representar otras factorizaciones o podemos exten-
der los resultados a funciones no inyectivas.

VIII. C ONCLUSIONES

En este trabajo, con el fin de arrojar luz sobre la rela-
ción que existe entre los EDAs y los problemas de op-
timización, hemos presentado diferentes definiciones y
conceptos que nos permiten crear taxonomı́as de funcio-
nes para este tipo de algoritmos. En primer lugar hemos
introducido los EDAs y su modelo de población infi-
nita. A continuación, discutimos la existencia de clases
de equivalencia en las cuales se agrupan las funciones
según el comportamiento del algoritmo. En este sentido,
el comportamiento del algoritmo se describe por las se-
cuencias de poblaciones que éste genera. La definición
de equivalencia que presentamos implica que el algorit-
mo genera las mismas secuencias de poblaciones para to-
das las funciones que pertenecen a la misma clase. Por lo
tanto, sabemos que estas funciones también tienen aso-
ciadas las mismas bases de atracción.

Con el fin de realizar un estudio más profundo de la
influencia que la factorización tiene en la partición del
espacio de funciones, hemos considerado un EDA cu-
yo modelo probabilı́stico asume independencia entre las
variables. Para este tipo de algoritmo y utilizando una
representación de la factorización basada en conjuntos,
damos la condición suficiente que nos permite decidir si
dos funciones son equivalentes. A partir de esta condi-



ción, se deducen los operadores que nos permiten descri-
bir las funciones de una misma clase y contar el número
de elementos que ésta contiene. Además, mostramos que
todas las funciones son equivalentes cuando el algoritmo
no factoriza la distribución conjunta. En este caso, el al-
goritmo tiene un comportamiento similar para todas las
funciones.

Existen muchas conexiones entre las clases de equiva-
lencia que presentamos aquı́ y otros trabajos teóricos re-
lacionados con EDAs [13,14,21]. Los contenidos del pre-
sente artı́culo constituyen las bases de una lı́nea de inves-
tigación que puede aportar resultados relacionados con
la convergencia del algoritmo, la distinción entre funcio-
nes fáciles y difı́ciles, predicción sobre el éxito de una
búsqueda, etc. Además, creemos que existen importantes
conexiones entre las clases de equivalencia y ciertos des-
criptores del problema como el número de óptimos loca-
les o la descomposición en sumas. En resumen, aunque
hay diversas cuestiones que deben ser tratadas en profun-
didad, hemos sentado unas bases que permiten afrontar
el estudio de la relación que surge entre los EDAs y el
espacio de problemas de optimización.
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