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Resumen-Entender la relacion que surge entre un algoritmo de
blsqueda y el espacio de problemas es una cuéstifundamental
en el campo de la optimizaddn. En este trabajo nos centramos en
la elaboracion de taxonomias de problemas para algoritmos de es-
timacion de distribuciones (EDAs). Mediante la utilizacbn del mo-
delo de poblacon infinita y asumiendo selec@n basada en el ran-
queo de las soluciones, agrupamos las funciones inyectivesgin
el comportamiento del EDA. Para llevar a cabo esta clasificaon,
se define una reladn de equivalencia entre funciones que permite
particionar el espacio de funciones en clases de equivaléapara
las cuales el algoritmo tiene un comportamiento similar. Coside-
rar diferentes modelos probabilisticos en el EDA genera frentes
particiones del conjunto de posibles problemas. Como consgen-
cia natural de las definiciones, todas las funciones objetiveséin
en la misma clase de equivalencia cuando el algoritmo no impo
ne restricciones sobre el modelo probabilistico. Con el fide crear
una primera taxonomia de problemas, nos centramos en la ptf
cion gue se produce cuando se considera un modelo probabiltsi
que asume independencia entre las variables. Para ello, pnero fi-
jamos las condiciones suficientes para decidir si dos fungies son
equivalentes y segundo, obtenemos los operadores para déscy
contar los miembros de una clase. En general, el presente trajo
sienta las bases para continuar el estudio del comportamiém de
los EDAs y su relacon con los problemas de optimizadin.

Palabras clave- Algoritmos de estimacbn de distribuciones,
modelos probabilisticos, factorizaciones, seleéri basada en ran-
gueo, poblacon infinita, clases de equivalencia, taxonomia de fun-
ciones.

|. INTRODUCCION

Los algoritmos de estimacion de distribucione?
(EDAS) [1-3] constituyen un paradigma de optimizaci(')r}n
basado en poblaciones que ha adquirido especial relevan-

tivo. No obstante, cuando un EDA es aplicado para bus-
car la mejor solucion a un problema dado, podemos es-
perar diferentes situaciones [10] que pueden diferir con-
siderablemente del caso ideal. En este sentido, identificar
los diferentes comportamientos que un algoritmo puede
exhibir, y como estos comportamientos se relacionan con
las caracteristicas de los problemas de optimizacion, es
una cuestion fundamental para entender los mecanismos
subyacentes que gobiernan a este tipo de algoritmos.

Comenzamos por considerar la siguiente cuestion: ¢ Es
posible agrupar los problemas de optimizacion segin el
comportamiento del EDA?. Con esta pregunta cuestiona-
mos la existencia de grupos de problemas para los cuales
el algoritmo se comporta igual y ademas, si los hay, que-
remos saber cobmo son esos grupos. Con el fin de abordar
esta cuestion, asumimos tres simplificaciones principal-
mente: 1) consideramos EDAs con poblacion infinita, 2)
la seleccion esta basada en el ranqueo de las soluciones y
3) el algoritmo es aplicado en el espacio de las funciones
inyectivas. Bajo estas asunciones, definimos una relacion
de equivalencia entre funciones basada en la secuencia de
distribuciones de probabilidad que genera el EDA duran-
te la busqueda. Esta relacion de equivalencia particiona
el espacio de funciones en clases de equivalencia. Asi,
odemos establecer que el algoritmo tendra un compor-
amiento similar para las funciones que pertenezcan a la
isma clase.

cia en la Gltima década. Como muestra de esta populari-Con €l fin de llevar a cabo una primera exploracion
dad podemos destacar el desarrollo de nuevos y cada #§12s clases de equivalencia que un algoritmo genera en
mas sofisticados EDAs [3, 4], la variedad de campos dg'acion al modelo probabilistico que implementa, nos
aplicacion [5-7] o los trabajos que estudian cuestion&€ntraremos en un EDA que asume independencia entre
fundamentales con el fin de entender su funcionamient@s Variables del problema. Para este tipo de algoritmo,

[8-11].

primero fijamos las condiciones para identificar funcio-

La principal caracteristica de los EDAs es el uso d&€S equivalentes. A continuacion, desarrollamos los ope-

modelos probabilisticos para guiar la busqueda hacia [ER40res que nos permiten describir las funciones de una
areas mas prometedoras del espacio de busqueda. AisMa clase y asi contar el numero de elementos por cla-
ciendo uso de los mejores individuos de la poblacion, 103 Ademas, mostramos que todas las funciones estan en
modelos probabilisticos empleados permiten estimar di§ Misma clase de equivalencia cuando el algoritmo no
tribuciones de probabilidad sobre el espacio de busqu@SUMe ninguna restriccion en el modelo probabilistico.
da en cada generacion del algoritmo. De este modo, ca-Este trabajo constituye un primer estudio de la rela-
da posible solucion tiene una probabilidad asignada q@dn entre funciones objetivo y EDAs desde el punto
varia durante el proceso de optimizacion. Estos valorée vista de las clases de equivalencia que su comporta-
de probabilidad son la fuente principal para determinaniento genera. Sin embargo, tras crear la agrupacion de
que soluciones seran devueltas por el algoritmo tras finfunciones respecto a un EDA, surgen nuevas cuestiones:
lizar la busqueda. Dado un problema, el comportamientcomo podemos describir e identificar las clases que con-
ideal del algoritmo seria conseguir incrementar cada véignen problemas faciles y dificiles? [12], ¢,como el mo-
mas la probabilidad del 6ptimo a través del proceso-terglelo probabilistico utilizado cambia la particion que se
hace del espacio de funciones?, ¢como estudiar la con-
Intelligent Systems Group, Universidad del Pais Vasco; Pajergencia del algoritmo para los problemas de una cierta
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¢,como se deben extrapolar estos resultados a los algorit- D, D3
mos que utilizan poblaciones finitas?, etc. La manera en —’ .
la cual se pueden abordar algunas de estas cuestiones qg(x’t) Preed
discute a lo largo del articulo.

El resto del trabajo se organiza como sigue. En la Sec-
cion Il se introducen los algoritmos de estimacion de dis-| D, 4
tribuciones. La Seccibn Il explica el mecanismo de los
EDAs con poblacion infinita dentro del marco de este poerel
trabajo. La seccion IV presenta y discute la definicion
formal de equivalencia. En la Seccion V se establedgy. 1.Distribuciones de probabilidad relacionadas cenclamponen-
la condicion suficiente para decidir la equivalencia en- t€s del EDA.D¢, D, Di.1: poblacion e individuos seleccionados
tre dos funciones para un EDA simple. En la Seccion VI er la generacior, ¥ poblacion en la generacian-+ 1. p(x, ).

. p*(x,t), p*(x, t): Distribuciones de probabilidad conjuntas para la

se desarrollan los operadores para alcanzar las funcionegoblacion, el conjunto seleccion y el modelo probatidies
de una misma clase. La Seccion VIl discute las posibles

lineas futuras del trabajo y finalmente en la Seccion VII| . i B
se ofrecen las conclusiones recogidas tras el estudio. (Ver Fig. 1). En primer lugarD; denota la poblacion
que el EDA maneja en la generacidly p(x,t) es la

[l. ALGORITMOS DE ESTIMACION DE distribucion subyacente a esta muestra. En segundo lu-
DISTRIBUCIONES gar, p°(x,t) representa la distribucion de probabilidad
rrespondiente al conjunto de individuos seleccionados
7. Finalmentep®(x, t) es la distribucidn obtenida por
el modelo probabilistico al aproximaf (x, ¢). Una vez
x* = arg max f(x), (1) 9ue tenemowp‘(x,t), la poblacion de la siguiente ge-
X neracionD,; se genera mediante un muestreo de esta

En este trabajo, se considera el siguiente problema
optimizacion:

dondeS = {0,1}" representa el espacio de busqueddlistribucion.

x = (21,...,2,) € Sesunasoluciony : S — Resla A. Esquemas de seleooi
funcion objetivo. Por motivos de simplicidad, tratamos
con variables binarias aunque los resultados fundamen-Segun algunos autores [16], los esquemas de seleccion
tales que se presentan no dependen de la cardinalidadi€den clasificarse en dos grupos: seleccion proporcio-
las variables. La cardinalidad del espacio de busquedaf&da y seleccion ordinal. Los procedimientos que imple-
|S| = 2™. Alo largo del trabajo, asumimos qyféx) es mentan seleccidbn proporcionada seleccionan los indivi-
inyectiva. duos segun el valor de funcion especifico de cada uno.

En EDAs se utilizan distribuciones de probabilidadSin embargo, los procedimientos de seleccion ordinal no
con el fin de alcanzar la solucion optind y resolver Seleccionan los individuos segin su valor de funcion sino

el Problema 1. Por lo tanto, necesitamos las siguient8§sandose en su ranqueo dentro de la poblacion. Por lo
definiciones. SeX = (Xi,..., X,,) un vector dex va-  tanto, este tipo de seleccion soblo tiene en cuenta infor-
riables aleatorias binarias. Se defiifiX = x), o simple- Macion cualitativa dada por la funcion i.e. solo tiene en
mentep(x), como la distribucion de probabilidad con-cuenta el hecho de qu&x) > f(y) en lugar de consi-
junta sobre las variablés las cuales toman valores en elderar los valores de funcion especificos. En este trabajo,
espacio de blsqueda El esquema general del EDA seasumimos este tipo de seleccion en el algoritmo. Entre

resume en el Algoritmo 1 las implementaciones mas comunes podemos encontrar
la seleccibn por truncacion, torneo, ranking lineal o-ran
Algoritmo 1: EDA king exponencial. Estos procedimientos son considera-

dos en una amplia variedad de algoritmos evolutivos tan-

1 D;_o + GenerarV individuos aleatoriamen- N P : -
te to para su aplicacion practica como en estudios tebricos

2 do { [13,17,18].

D, + Evaluar los individuos -

. L B. Modelos probabisticos

4 Dy + Seleccionaf\/ < N individuos de P

D, segin el esquema de seleccion Para tratar con distribuciones de probabilidad, el uso
5 pi(x) = p(x|D;) « Estimar la distribu- de modelos probabilisticos es esencial [19]. Un modelo

cion de probabilidad conjunta probabilistico es capaz de expresar propiedades cualita-
6 Di11 + Muestrear)/ individuos dep; (x) tivas y cuantitativas de una distribucion de probabilidad

y crear la nueva poblacion Asi, este tipo de modelos permite codificar la distribu-
7 tet+1 cibn conjunta y manejarla en tiempos de computo razo-
8  }until Criterio parada nables.

En EDAs, lo mas comin es utilizar modelos proba-
bilisticos que factorizan la distribucion conjunta pcg-m

De forma alternativa, el procedimiento de un EDAdio de funciones de probabilidad condicionadas. Esto
también puede explicarse en términos de las distribes debido principalmente a motivos de eficiencia en el
ciones de probabilidad involucradas en la busqueda [1&prendizaje, el almacenamiento y especialmente en el




muestreo. En general, la factorizacion juega un papgle consideraremos a partir de ahora. Este algoritmo se

fundamental en EDAs. La eleccibn de una factorizacibdenota comaA. Las poblaciones se representan como

apropiada para aproximar la distribucion de probabilidadectores de probabilidag, = (p1,p2,...,p|s)) donde

de los individuos seleccionados es un punto clave pacadap; es la probabilidad de una solucigne S. De la

el éxito de la bUsqueda. De hecho, los diferentes EDAsisma manera, la poblacion seleccionagday la apro-

suelen clasificarse segin el tipo de modelo probabilistiximacionp® pueden representarse mediante estos vecto-

que utilizan. res. Utilizamos el vectop para representar las poblacio-
Para ilustrar los conceptos que nos permiten realizaes porque nos permitira ordenar las probabilidades sin

una taxonomia de problemas para EDAs vamos a utiestricciones.

lizar el algoritmo mas sencillo, es decir, aquel que su- El espacio de todos los posibles vectores de probabili-

pone que las variables del problema son independientelad que puede tomar el algoritmo lo definimos como:

Asi, consideramos que la distribucipf(x, t) se factori-

za mediante distribuciones marginales univariadas de las 5]
siguiente manera: Ys; = {(p1,p2,-- s Y pi = 1,pi > 0}.
=1
n 2
p(x) = Hps(zi), (2)  Paralas poblaciones inicialeg = (p1,...,p|s|) Se es-
i=1 tablece quep; > 0 para todoi € {1,...,2"}. Dada

dondep® (z;) la distribucion de probabilidad marginal deUna poblacion inicial, un algoritmd aplicado a una fun-
la variablei-ésima tras la seleccion. cion f(x) produce secuencias deterministas de vectores

de probabilidad o poblaciones:
1. EDA'S CON POBLACON INFINITA

A pesar de que los EDAs son basicamente un proceso Py, P1, P2, P3; - - -
e ey presete abaj, uifzams esta secuenia o
) . Shlaciones para describir el comportamiento del algo-
en la literatura es considerablemente elevado. Adem
este tipo de algoritmos puede ser aplicado en problemas
muy_diversos. Por lo tanto, a_nte una variedad tan amplj@_ Operador de seleaon basado en ranqueo
de situaciones y comportamientos, alcanzar un entendi-
miento general del funcionamiento de los EDAs es una Como ya se dijo, en este trabajo sblo consideramos
tarea dificil y delicada. esquemas de seleccidbn basados en el ranqueo de las so-
Una alternativa para el estudio del comportamiento dgciones dentro de la poblacion. Al trabajar con pobla-
los EDAs es el uso del modelo de poblacion infinita (e.gtion infinita, en cada generacion del algoritmo se consi-
[13, 14, 20]) donde el algoritmo se reduce a su esencitgra que todo el espacio de bUsqueda esta representado
y se elimina la aleatoriedad. En este modelo se asurfi@ la poblacion. La funciorf(x) puede verse como una
que las distribuciones empiricas que se inducen de lI@grmutacions de las soluciones efi. Asi, la primera
soluciones e, y D; (Fig. 1) convergeran, respectiva-solucion des, denotada coma;, tiene el mayor valor
mente, a las distribuciones de probabilidad subyacent@g funcionx, tiene el segundo mejor valor y asi hasta
p(x, t) y p® (X, t) conforme el tamano de la muestra tienJa Gltima soluciébnks. la cual tiene asignado el valor de
de a infinito. Por lo tantgy(x, t) y p*(x, t) pueden verse funcion mas bajo:
como la poblacién y el conjunto de individuos seleccio-
nados en la iteracion en EDAs con poblacion infini- f(x1) > f(x2) > ... > f(x2n).
ta [14]. Segln estos argumentos, como la muestra obte- o = o o
nida dep®(x, t) tiende a infinito, podemos asumir que Para nuestros propositos, también nos es Util definir

p(x,t+ 1) = p*(x, t). la funcion biyectivac : S — {1,...,2"}. Tenemos
queo(x) = 7 nos devuelve el ranking de la solucion
Algoritmo 2: EDA con poblacion infinita, A x € S. Hemos hecho cierto abuso de notacion ya gue

representa tanto una permutacion de las solucionés en

1 P:—o €s la poblacion inicial como la funcidornr(x) que acabamos de definir. No obs-

2 do { tante, ambos elementos seran utilizados sin ambigiiedad.

3 Computar el esquema de seleccipsobre  Una permutaciom dada representa a todas las funcio-
la poblacionp; = ¢(p,) nes f(x) que proporcionan el mismo ordenamiento de

4 Computarp? = M(p;,o) para aproxi- los elementos d§. Al considerar esta relacion entre fun-
marp;. ciones y permutaciones, utilizaremegara representar

5 Piy1 ¢ PE funciones en el resto del articulo. En total, tener2itis

6 te—t+1 funcioness y definimos el conjunto de todas ellas como

7 }until Convergencia 11

El la Tabla I, mostramos un ejemplo deparan = 3
donde las soluciones se han ordenado segln una funcion
En el Algoritmo 2, presentamos el modelo de EDAf(x). En la primera columna estan los valores originales




f(x) o o(x) | Poblacionp cibn 2. En un EDA con poblaciones finitas, las probabi-
(z1,22,73) lidades marginales(z;) son estimadas del conjunto de
100 (1,1.1) 1 | ple7 (1) =m individuos seleccionados e.g. mediante el calculo de fre-
50 (0,1,0) 2 | p(o71(2) = p2 cuencias relativas. No obstante, en el modelo de pobla-
45| (0,0,1) 3 | p(e7'(3)) =ps cion infinita asumimos que las probabilidades se calculan
20| (1,0,0) 4 | plo(4) =ps de forma exacta como,
10| (0,1,1) 5 | plo™(5) =ps
3 (11011) 6 p(a_l(G)) = Ps S ) — s
1 (1’1’0) 7 p(o‘fl('?)) =y p ('Tz> = X\Zva (X) (3)
0.5| (0,0,0) 8 | plc=1(8)) = ps '
IV. EQUIVALENCIA ENTRE FUNCIONES
TABLA |
EJEMPLO DE FUNCDN o Y POBLACION p PARA 3 VARIABLES. Un EDA A induce secuencias deterministas de vec-

tores de probabilidad. La ejecucion de una iteracion del
algoritmo puede expresarse mediante una fungén
Qs) x I = Q)5 comop,,; = G(p;, o). La funcion
de la funcion, en la segunda columna esta la correspofi-es una composicion de la seleccidry la funcion de
diente permutacion de solucionesy en la tercera co- factorizacionM tal queG = M o ¢. De esta forma, una
lumna estan las posiciones del ranking dadas:i®j. secuencia de poblaciones generada.fqguede expre-
En este trabajo, asumimos que cualquier vector de prearse como iteraciones de la funci@n
babilidadp que maneje el algoritmol esta ordenado
segln la funciérr. Asi, tenemos que; es siempre la 2 3
probabilidad de la solucién optime ! (1), p, es la pro- Po:9(Po: ), G7(Py: ), G"(Py, 7). ..
babilidad de la solucioa—!(2) y asi sucesivamente has-dondeG’ (p,, o) es la poblacién en la generacifn
ta la Gltima probabilidag- correspondiente a la peor Las propiedades de funciones similare§’ahan si-
solucion. En general, tenemos gue= p(c~'(i)). La  do habitualmente analizadas mediante sistemas dinami-
ordenacion de la poblacion se ilustra en la Gltima coluntos. En [13,21], se aportaron importantes resultados de
nade la Tabla I. convergencia para algunos EDAs utilizando esta aproxi-
En el algoritmaA, la seleccion se define formalmentemacion. Nosotros, por ahora, no necesitamos considerar
comog : Qg — Q5. La seleccion, para generar laimplementaciones concretas para M y por lo tanto,
nueva distribucion, Gnicamente considera las posisiong no tiene una formulacion especifica con la que estu-
en el rankings(x) y no las configuraciones especificagliar la dinamica del algoritmo. Aunque la secuencia de
x. Por lo tanto, si obtenemos dos poblaciones iguales poblaciones puede verse como un sistema dinamico, to-
Yy P, cuando el algoritmod es aplicado a dos funciones maremos una perspectiva mas general para describir el
diferentes, tendremos que, tras el paso de seleegion comportamiento del EDA. Comenzamos por definir la
pi = p3 independientemente de Podemos decir que equivalencia entre dos funciones.
la seleccion es un operador neutral que actia igual anteDefinicion 1: Seans; y - dos funciones y sed un
cualquier funcion. EDA que implementa cualquigry M dados. Decimos
queo; Y oo son equivalentes patd si para cualquier
poblacion inicialp, € Qs;, G'(pg. 1) = G'(Py,02)
En el algoritmoA, el paso de aproximacion debe te-paratoda =1,2,3,.. ..
ner en cuenta la distribucion de probabilideidx) de Si dos funciones y o2 son equivalentes pard, las
los individuos seleccionados. Para ello, debemos unir ebrrespondientes secuencias de poblaciones que genera
vectorp® con la permutacios a través del pafp®, o). el algoritmo son iguales desde cualquier poblacion ini-
El par (p®, o) induce una distribucion de probabilidadcial. La intuicion que hay detras de la Definicion 1 es la
p®(x) tal quep®(c=1(i)) = p¢. Por lo tanto, tenemos siguiente. Decimos que dos funciones son equivalentes
quep; = p*(c~1(1)) es la probabilidad del 6ptimo, para un EDA cuando el comportamiento del algoritmo es
ps = p°(c71(2)) es la probabilidad del segundo me-el mismo desde el punto de vista de las posiciones que
jor y asi sucesivamente. La aproximacion se define ctas soluciones ocupan en el ranking. Considérese que te-
mo una funcionM : Qg x II — Q5 que se aplica nemos dos permutaciones diferentgsy o, de las so-
comop® = M(p®, o) en el algoritmaA. Por simplici- luciones enS. Si aplicamos el algoritmod en ambas
dad, consideramos que la factorizacion que el algoritnfanciones obtendremos dos secuencias de poblaciones.
utiliza para aproximar la distribucion de los individuosSi estas funciones son equivalentes para dicho algorit-
seleccionados esta implicita en la funcibh mo, éste asignara los mismos valores de probabilidad en
Como se comentd en la Seccibn I, asumimos que las mismas posicionegx) del ranking en las dos ejecu-
distribucion aproximada®(x) se calcula mediante pro- ciones. Lo importante es que esta asignacion es indepen-
babilidades marginales obtenidasydéx). Mas concre- diente de las configuraciones especificague haya en
tamente, nos centraremos en EDAs que introducen la fazada posicion del ranking. Como el algoritrdoordena
torizacion dada en la Ecuacion 2. Por lo tanto, en este das poblaciones segin podemos decir que el algoritmo
so, la funcionM estara implementada segln dicha Ecuagenera la misma secuencia de poblaciones payaos.

B. La aproximadn M



La Definicion 1 proporciona una relacion de equivafuncioness; y o2 son equivalentes, generan las mismas
lencia porque es una relacion reflexiva, simétrica y trarbases de atracciofy, .. ., Zg. Por lo tanto, todas las
sitiva. Dada esta relacion de equivalencia, por eada- funciones pertenecientes a la misma clase tienen las mis-
nemos su clase de equivalencia denotada clefn&sta mas bases de atraccion. Sin embargo, dos clases dife-
clase esta formada por el conjunto de las funciones quentes pueden tener las mismas bases de atraccion pero
estan relacionadas cenpor satisfacer la condicion de siempre tendran secuencias de poblaciones diferentes.
la Definicibn 1. Mediante esta relacion de equivalencia i
podemos particionar el espacio de funciones en clases de V. CONDICION DE EQUIVALENCIA
equivalencia para un algoritmé. Este seccion profundiza en la equivalencia entre fun-

Teniendo en cuenta las anteriores definiciones de aliones cuando el algoritmo utiliza probabilidades margi-
goritmo, funcion y equivalencia, se puede deducir el shales univariadas para factorizgtt(x, t) (Ecuacion 2).
guiente resultado. Diferentes algoritmos como population-based incremen-

Teorema 1:SeaA un EDA que implementat como tal learning (PBIL), compact genetic algorithm (cGA) o
p*(x,t) = p°(x,t) paratodat = 1,2,3.... Todas las univariate margnial distribution algorithm (UMDA) in-
funcioness pertenecen a la misma clase de equivalenciaoducen este tipo de factorizacion. A continuacion, se
paraA. presenta la condicion que deben cumplir dos funciones

La demostracion del teorema es directa. Dado cugpara ser equivalentes para un EDA que introduzca este
quier par de funciones, el algoritrabes aplicado a ellas tipo de modelo probabilistico.
partiendo del mismo punto inicigl,. Debido a la neu-  La cuestion fundamental es la forma en la cual la fun-
tralidad deg, el algoritmo genera el mismo vectpf ~ cion o se relaciona con la estructura de la factorizacion
tras la seleccion. A continuacion, comd satisface que utilizada para computaf. Mas concretamente, lo que
p?(x) = p*(x), tendremos la misma aproximaci@yj tenemos en cuenta es como las posiciones de las
en el caso de ambas funciones. Esta situacion se repguciones en el ranking se organizan en las diferentes
en todas las generaciones. Por lo tanto, si se asume dligtribuciones marginales que forman la factorizacidn. E
p(x,t + 1) = p*(x,t), el EDA exhibe exactamente el calculo de cada margingf(x;) se puede relacionar con
mismo comportamiento para todas las funciones. Podel ranqueo de las soluciones involucradas en el sumato-
mos decir que todos los problemas son igualmente difioiio. Asi, utilizando la funcion inversa™'(r) = x, po-
les desde el punto de vista de este algoritmo. demos reescribir la Ecuacion 3 como,

=Y pPx)= > (), @

x\z; TEQ]!

A. Descriptores del comportamiento del EDA

Una vez que hemos dividido los problemas en clases
de equivalencia, es interesante tratar de estudiar eatas cl
ses en relacion al comportamiento del EDA dentro dGondeQ”“ ={r:0Y7) = (W, yn) Ays = 2}

ellas. Por un |ad0 el deSCflptor mas basico de este COlgs ¢ Conjunto de las pos|c|0nes gue ocupan en el ran-
portamiento es la propia secuencia de poblaciones gefing las soluciones € S cuyos valores de probabilidad
rada por el algoritmo. Por definicion, sabemos que las sgan sido utilizados para calcular la probabilidad margi-
cuencias que el algoritmo produce para las funciones @g@|. La cardinalidad de cualquier conjur®g’ es siem-

la misma clase son iguales. Si embargo, comparar las §fe 21, Asi, por cada probabilidad margm(bg ), te-

cuencias entre clases es una cuestion que merece equ%os el COﬂJUnt@O asociado aj( — 0) y el con-
atencion. Por otro lado, podemos utilizar la idea de basgmto Q! asociadg(X; = 1). De esta manera, asocia-

de atraccion de las soluciones £nBase de atraccion mos el conjunta); = {Q Q!} a la distribuciébn mar-

es un término usado en sistemas dinamicos que adop@aha| p(z;). Estos conjuntos cumplen que para tago
mos en este trabajo de manera simplificada. En termm@;ﬂ UQl ={1,...,2"}y QYN Q! = (. Finalmente, de-
generales, la base de atraccion de un purga un siste-  finimos el con]untoﬁ ={01,0,,...,0,} que recoge
ma dinamico es el conjunto de puntos iniciales que cofipda la informacion necesaria para relacionar la funcion
vergen ax. En nuestro contexto, teniendo en cuenta lgon la factorizacion. Los valores contenidos en los con-
funciong, decimos que la base de atraccion de una soI}UmOSQ% dependen de la funcion a la cual se aplica el
cionx € S, es el conjunteZ C Q5 tal queVp € Z,  algoritmo. La estructura de conjuntos que expresa la re-
lim G'(p,0) = p,. Como trabajamos con vectoreslacion entre el modelo probabilistico y la funciense

de probabilidad en lugar de con soluciones, utilizamos élstra en la Fig. 2. Para entender mejor esta relacion,
vectorp, pararepresentar la poblacion que ha convergittilizamos el ejemplo de funcion que se muestra en la
do a la soluciorx. Asi, p,, tiene unl en la posicion que Tabla |. En este caso, mediante la Ecuacion 4, el valor de
dicha solucion ocupa en el ranking ifgx) = 1. Segln  probabilidadp(X; = 0) se calcula a través de las solu-
esta definicion, las bases de atraccion producidasdporciones cuyas posiciones en el ranking forman el conjunto
cuando se aplica a una funciéngeneran una particion Q9 = {2,3,5,8}. A su vez,p(X; = 1) esta asociado

de(2|s dada por los conjuntasy, ..., Z|g. Estos con- al conjunto de posicione§i = {1,4,6,7}. Por lo tan-
juntos contienen las poblaciones iniciales que convergen, tenemos el conjunt®; = {{2,3,5,8},{1,4,6,7}}
a cada soluciobn del espacio de busqueda. asociado a la marginalz;). Siguiendo el ejemplo, te-

Finalmente, de la Definicion 1 se deduce que si dasemos que la marginal(z-) tiene asociado el conjun-



cuencia de poblaciones para las correspondientes fun-
cioneso; y o2 Yy por lo tanto son equivalentes. De la
igualdad de estos conjuntos también podemos derivar las
operaciones que, dada una funcién, nos permiten obtener
otras funciones pertenecientes a su clase de equivalen-
cia. Asi, con el fin de describir las funciones de la cla-
se[o], debemos obtener todos los posiblés tal que
G, = G, . Entonces, podemos afirmar que las corres-
pondientes funciones’ estan en la clase].

DadoG, = {O4,...,0,} =
= {{Q%,Q1},...,{Q°% QL}}, las dos siguientes ope-
raciones no modifican el conjunt®, y generan nuevas
funciones equivalentes.
1. Dados0; = {Q7,Q;}y O; = {QY,Q;}, se pueden
intercambiar los conjunto§ entre ambos conjunta3
Fig. '?.Representacié)n basgfia_ en conjuntos de la reladiba la fun-  para obtene®; = {Q?7 Q}}, 0 = {Q?7 Qzl} Los con-

cion y el modelo probabilistico . 0 1 .

juntos ;' y @; deben moverse juntos, de otra manera
la probabilidad marginal no tendria sentido y deméas ob-

to Oy = {{3,4,6,8},{1,2,5,7}} y p(x3) el conjunto tendria_rpos conjuntos diferentes a los anteriores. Esta
03 = {{2,4,7,8},{1,3,5,6}}. Finalmente, construi- OP€racion puede ser interpretada como un intercambio de
mos el correspondiente conjun@®, = {0y, 0,,05} las posiciones del ranklng que se ha_rl utilizado para cal-
asociado a la factorizacion y la funcién cular las ma_r,glnz.ales segin la EcuaC|or),4. El efecto que

Mediante esta representacion basada en conjuntos, §S1& Operacion tiene en una permutacioes el de in-

demos dar la siguiente condicion de equivalencia que nicambiar los valores asignados(@ por los deX;; en
permitira particionar el espacio de funciones. cada una de las posiciones del ranking. Esto produce una

nueva funcién equivalente@ En general, tenemas!
permutaciones de los conjunt@sentre losn conjuntos

Teorema 2:SeaA un EDA que implementat como
p*(x) = [[i—, p*(z;). Dos funciones; y o2 son equi- )
valentes paral siG,, = G,. Oii€{l,...,n}.

Esta condicion es suficiente pero no necesaria debi&o La segunda operacion que mantiene el conj@yo

principalmente a que no hemos profundizado en las pr nacto es la siguiente. Las posicionedel ranking que

piedades de la selecci@h La hipbtesis es que la con- contle_nen los conjuntog?, Qzl € O; se pl_Jeden Inter- .
dicion se podria transformar en suficiente y necesaria %?mblar (todas a la vez). E_I Impacto que tiene est_e movi-
imponemos ciertas restricciones béasicas sgpb&n em- miento eno es el de c_;amb|ar CETos por unos, y vicever-
bargo, tratar esta cuestion esta fuera del alcance del p?@’ en la correspondle_rlte variabie. Pc_>r lo tanto, esto
sente trabajo. En cualquier caso, la condicion de equivg-’?_‘m.ﬂca que la negacién de una varlable_ produce otra
lenciaimpuesta por el Teorema 2 es valida para cualquigl clon equwalen_te. En tc_>ta|, _tenemﬁ’sposml_es nega-
implementacion de. ciones de las variables si se incluye la propia funeibn

. LT . in modificar.
Debido a las limitaciones de espacio, en el preseﬁ- odifica

te articulo no presentamos la demostracion rigurosa del o o' o'
Teorema 2. La intuicion que hay detras de dicho teoremaRanqueo|| (v1,2s,23) | (-z1,22,23) | (—a1, 3, 22)
es la siguiente. Dadas las dos funciongsy o3, el al- 1 1,10 0,1,0) 0,1,0)
goritmo asigna las mismas probabilidades a las mismas 5 (0,1,0) (1,1,0) (1,0,1)
posiciones del ranking en la poblacion inicig). La se- 3 (0,0,1) (1,0,1) (1,1,0)
leccion ¢ actba segin el ranqueo de las soluciones sin 4 (1,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
tener en cuenta la configuracigrde dichas soluciones. 5 0,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Las probabilidades sufren las mismas modificacionesen g (1,0,1) (0,0,1) (0,1,0)
el paso de seleccion y la funcigndevuelve el mismo 7 (1,1,0) (0,1,0) (0,0,1)
vector pg para ambas funciones. En este punto, silos g (0,0,0) (1,0,0) (1,0,0)
conjuntosG,, Yy G,, son iguales entonces las funcion

de aproximacion\ produce el mismo vectgs§ en los TABLA Il

dos casos. La situacion descrita anteriormente se repite a FUNCIONES EQUIVALENTESs, o Y o/,

lo largo de todas las generaciones por lo que el algoritmo
generala misma secuencia de poblaciones al ser aplicado

tanto &, y COMO ao. En la Tabla Il, damos un ejemplo de funciones equi-

valentes parax = 3. La funciobno’ € [o] se ha ob-

tenido negando los valores eno. La funciong”, la

cual esta en la misma clase de equivalencia, se ha pro-
Segln el Teorema 2, si se cumple qilg, = G,, ducido intercambiando los valores y x3 en cada posi-

entonces sabemos que el algoritmo genera la misma s#n del ranking erw’. Estas operaciones son indicadas

VI. DESCRIPCDON DE LAS FUNCIONES EN LA MISMA
CLASE



en las columnas correspondientes y puede comprobarse Para hacer esto, debemos profundizar en el estudio de
queG, = Gy = Gynr. la selecciornp y sus propiedades.

De manera informal, podemos de decir que el intem Para relacionar secuencias de diferentes clases, debe-
cambio y negacion de variables erproduce funciones mos estudiar propiedades de las secuencias de poblacio-
equivalentes. Ademas, podemos afirmar que no hay méss dadas por la iteracion de la funci®nComo ya dis-
operaciones que puedan producir funciones equivalentegtimos previamente, podemos tener dos clases de equi-
segln el Teorema 2. valencia con las mismas bases de atraccion pero sabe-

Finalmente, debido a que el Teorema 2 sblo da uri@os, por definicion, que dos clases diferentes siempre
condicion suficiente, concluimos que el nimero minimtéienen secuencias de poblaciones diferentes. Por lo tanto,
de funciones por clase e42” y por lo tanto el nimero estas secuencias pueden ser usadas para distinguir com-
maximo de clases es portamientos con precision. Por ejemplo, consideremos

| todas las funciones que sb6lo tienen un 6ptimo local (el

n L, . , .
(2" —1)! optimo global). Sabemos por [13] que este 6ptimo es el
n! Unico punto fijo atractivo para un EDA que asume in-
. . geé)endencia entre las variables. Segln esto, podriamos
En otras palabras, este es el nUmero de comportamienta . : : )

. . e L ensar que el algoritmo tiene el mismo comportamien-
diferentes que el algoritmo puede exhibir en términos de . :
. . , .10 para todas estas funciones. Sin embargo, en este caso
secuencias de poblaciones. Ademas, como la factoriza-

- . . : i §|mple, se puede calcular que el nimero de funciones con
cibn que hemos considerado es la mas sencilla posible

- . _uin 6ptimo local es mayor que el nUmero de funciones que
no puede haber un EDAl que genere particiones mas . .
o . . caben en una clase de equivalencia. Por lo tanto, aunque
pequefias del espacio de funciones.

las bases de atraccion para todas las funciones con un
optimo local sean iguales, se pueden distinguir diferen-
tes comportamientos del algoritmo segln las secuencias
Existe una gran variedad de cuestiones que deberiga poblaciones. Creemos que este tipo de consecuencias
ser tratados en trabajos futuré@stas son las mas desta-pueden ser (tiles para extrapolar los resultados obtgnido
cadas: con poblaciones infinitas a EDAs con poblaciones finitas.
= Deberiamos explorar en profundidad las clases dadasFinalmente, diferentes elementos del presente trabajo
por el EDA que asume independencias entre las varipueden ser generalizados. Por ejemplo, podemos desa-
bles. Esto nos ayudaria a entender como son los diferapellar definiciones de equivalencia mas generales que in-
tes comportamientos que se dan en cada clase. Para haegucren diferentes algoritmos o grupos de modelos pro-
esto, una primera aproximacion seria realizar simulaci®abilisticos, también podemos extender los conju@itps
nes numeéricas del algoritmo en problemas con un nimpara representar otras factorizaciones o podemos exten-
ro reducido de variables. Asi, inicializando el algoritmader los resultados a funciones no inyectivas.
desde un conjunto suficientemente grande de poblacio-
nes, podemos obtener las bases de atraccion. Estas bases VIIl. CONCLUSIONES
de atraccion pueden ser interpretadas como una medida
de dificultad del problema. Por ejemplo, si Gnicamente En este trabajo, con el fin de arrojar luz sobre la rela-
tenemos en cuenta la solucion éptima, podriamos de@ion que existe entre los EDAs y los problemas de op-
que un problema es mas facil que un problersasila  timizacion, hemos presentado diferentes definiciones y
base de atraccion del 6ptimo eres mayor que ea’. conceptos que nos permiten crear taxonomias de funcio-
= En este trabajo, sdlo consideramos el ranking dado pbes para este tipo de algoritmos. En primer lugar hemos
la funcién. Sin embargo, en la practica, sblo dispondntroducido los EDAs y su modelo de poblacion infi-
mos de una informacion muy reducida sobre el problemaita. A continuacion, discutimos la existencia de clases
Creemos que es importante estudiar la relacion entre 8¢ equivalencia en las cuales se agrupan las funciones
descriptores del problema y las clases a las cuales és&gun el comportamiento del algoritmo. En este sentido,
pertenecen. Por ejemplo, descriptores como el nimero glecomportamiento del algoritmo se describe por las se-
optimos locales, el grado de engafio o la descomposiciédencias de poblaciones que éste genera. La definicion
en sumas de la funcion han sido relacionados con la difie equivalencia que presentamos implica que el algorit-
cultad de los problemas en algoritmos evolutivos [22]. SN0 genera las mismas secuencias de poblaciones para to-
conseguimos relacionar estos elementos con las clasesi@é las funciones que pertenecen a la misma clase. Por lo
equivalencia, podriamos obtener una fuente de informianto, sabemos que estas funciones también tienen aso-
cion para arrojar luz sobre la siguiente cuestion: ;&ualciadas las mismas bases de atraccion.
son las caracteristicas del problema que determinan elCon el fin de realizar un estudio mas profundo de la
comportamiento del EDA?. influencia que la factorizacion tiene en la particion del
= La forma en la que el algoritmo converge dependespacio de funciones, hemos considerado un EDA cu-
fuertemente de la implementacion de la seleccion. Coro modelo probabilistico asume independencia entre las
el fin de aportar resultados de convergencia, primero deariables. Para este tipo de algoritmo y utilizando una
beriamos estudiar la convergencia del algoritmo cuandepresentacion de la factorizacibn basada en conjuntos,
se asume que(x,t + 1) = p°(x,t) i.e. cuando no se damos la condicion suficiente que nos permite decidir si
considera ninguna restricciébn en el modelo probabilistdos funciones son equivalentes. A partir de esta condi-
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cion, se deducen los operadores que nos permiten descri-
bir las funciones de una misma clase y contar el nUime ('R
de elementos que ésta contiene. Ademas, mostramos (gué
todas las funciones son equivalentes cuando el algoritmo
no factoriza la distribuciébn conjunta. En este caso, el aLil]
goritmo tiene un comportamiento similar para todas la
funciones.

Existen muchas conexiones entre las clases de equiva-
lencia que presentamos aqui y otros trabajos teoricos fgz
lacionados con EDAs[13,14,21]. Los contenidos del pre-
sente articulo constituyen las bases de unalinea de inves
tigacion que puede aportar resultados relacionados cag
la convergencia del algoritmo, la distincion entre fuRcio
nes faciles y dificiles, prediccion sobre el éxito deaun
blsqueda, etc. Ademas, creemos que existen importantes
conexiones entre las clases de equivalenciay ciertos des-
criptores del problema como el nUmero de 6ptimos Iocrﬁ5]
les o la descomposicion en sumas. En resumen, aunque
hay diversas cuestiones que deben ser tratadas en profun-
didad, hemos sentado unas bases que permiten afrorﬁg}
el estudio de la relacion que surge entre los EDAs y el
espacio de problemas de optimizacion. (17]
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