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Resumen En este trabajo proponemos una nueva funcién objetivo pa-
ra obtener una particién intervalo valorada difusa tras un proceso de
clustering. En la particién intervalo valorada que obtenemos la amplitud
de los intervalos de pertenencia depende de la posicién de los elementos
con respecto a los centros de todos los clusteres de forma que podemos
distinguir los outliers.
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1. Introduccion

Los algoritmos de clustering son una herramienta eficaz para extraer in-
formaciéon de datos en bruto. Son métodos de aprendizaje no supervisado. El
objetivo de los algoritmos de clustering es dividir los datos en clusteres o gru-
pos. Bésicamente obtener los clusteres de un conjunto de datos no etiquetados
X = {zM, ..., 2™} es particionar X en C subgrupos {1 < C' < m) , de tal que
forma que cada uno de ellos represente una subsestrutura de X.

Uno de los métodos més conocidos y ampliamente utilizado es el Fuzzy C-
Means [1]. El algoritmo FCM asigna pertenencias entre cero y uno a los ele-
mentos, las cuales estan inversamente relacionadas con la distancia entre dichos
elementos y los centros de los clisteres.

La mayoria de los algoritmos de clustering en la literatura, incluyendo FCM,
imponen una restriccién, que se le llama condicién probabilista, por la cual la
suma de las pertenencias, o probabilidades de un elemento a todos los clusteres
debe sumar uno. Debido a esta restriccion las funciones de pertenencia o distri-
buciones de probabilidad obtenidas no son capaces de distinguir entre elementos
que podrian pertenecer a cualquiera de los clisteres, usualmente llamados inliers,
o los elementos que podrian no pertenecer a ninguno de los clusteres, conocidos
como outliers.

Existen diferentes aproximaciones para tratar de resolver este problema. La
forma m&as comun es, simplemente eliminar la restriccién probabilista, de tal
forma que la suma de las pertenencias de un punto a todos los clisteres debe
simplemente mayor que cero, o que este entre cero y uno. El algoritmo possi-
bilistic c-means [10] y algunas de sus mejoras [9] son algoritmos cldsicos y muy
referenciados sin la restriccién probabilista; més recientemente también existen
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otros trabajos en esta linea [13]. En este trabajo la idea principal es utilizar per-
tenencias intervalares de los elementos a los cliisteres y a través de la amplitud
de los intervalos de pertenencia intentar identificar los outliers y los inliers.

Estos dos conocidos algoritmos [5] y [6] también obtienen particiones inter-
valares. Ambos algoritmos son la generalizacién de los algoritmos clasicos FCM
y PCM. En ambos casos se aplican sobre un mismo problema el algoritmo FCM
o PCM varias veces, con diferentes parametros y a partir de las diferentes solu-
ciones obtenidas se genera la solucién intervalar.

En este trabajo proponemos una extension del algoritmo FCM, que obtiene
una particion intervalo valorada difusa. Proponemos una funcién objetivo en
la cual, al minimizarla, la amplitud de los intervalos de los elementos que son
dificiles de asegurar su pertenencia a un cluster es mas grande que la amplitud
de los elementos "normales”. Ademas queremos que la amplitud de los inliers
y los outliers sea diferente, para asi poder identificar facilmente esos elementos
después del proceso de clustering.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma: primero presentamos las
definiciones y conceptos bésicos. Después de la Seccién 3 describimos el problema
de la restriccion de la particién probabilista con un ejemplo. En la Seccién 4
describimos el método propuesto y en la siguiente Seccién 5 presentamos unos
experimentos. Finalmente acabamos con las conclusiones y los posibles trabajos
futuros.

2. Preliminares

En esta seccién presentamos las definiciones, teoremas y algoritmos que son
necesarios para comprender el resto del trabajo.

Definition 1 (Conjunto Difuso). Un conjunto difuso A en un universo finito
U # 0 es una funcion A: U — [0,1].

Denotamos con FS(U) el conjunto de todos los conjuntos difusos en U.

2.1. Conjuntos Intervalo-valorados difusos

Denotaremos con L([0,1]) al conjunto de todos los subintervalos cerrados en
[0, 1]:

L(0,1)) = {x = [z, 70 <z < T < 1}.

Entonces L([0,1]) es un conjunto parcialemente ordenado respecto a la relacién
de orden <j, definida de la siguiente forma: dada x,y € L([0, 1]),

XSLyifandonlyifggyandfgy.

Maés atn (L([0,1]),<r) es un reticulo completo con el elemento mds pequenio
0z = [0,0] y el elemento mayor 17, = [1,1]. Hay que tener en cuenta que no es
un reticulo lineal ya que hay elementos que no son comparables entre si.

La siguiente definicién puede encontrarse en [2].
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Definition 2 (Conjunto intervalo-valorado difuso). Un conjunto intervalo-
valorado difuso (IVFS) A en un universo finito U # () es una funcion A: U —
L([0,1]).

Denotaremos por W la funcién que asocia a un subintervalo cerrado [0, 1] su
amplitud, i.e. W: L([0,1]) — [0,1] con W([z,T]) =T — z.

Hay que tener en cuenta que dado un IVFS A la pertenencia de cada elemento
u; € U estd representado por un intervalo A(u;) = [pa(us), fa(u;)] con amplitud
W (pa (us)) = (i) — poa o).

Un repaso a la historia de los IVFSs y varios ejemplos de aplicaciones, tipos
de conectivos y operaciones estd publicado en [2]. Denotaremos por ZVFS(U)
al conjunto de todos los IVFSs en U.

Existen dos tipos de interpretaciones diferentes de un IVFS [12]:

1. El grado de pertenencia de un elemento a un conjunto corresponde a un
valor que esta dentro del intervalo considerado. No podemos estar seguros
de que valor es, por lo tanto se provee de un intervalo de confianza.

2. El grado de pertenencia es el subintervalo completo, entendiéndolo como un
entidad matematica..

En este trabajo vamos a utilizar la primera interpretaciéon, de hecho vamos
a asignar intervalos de pertenencia para cada elemento a todos los clusteres.
De tal forma que cuanto mayor sea la amplitud del intervalo, mayor sera la
incertidumbre que tengamos respecto a la pertenencia real de ese elemento a ese
cluster.

2.2. Ordenes entre intervalos

En [3] fué introducido la nocién de ordenes admisibles en L([0, 1]). Los autores
establecieron que una relacién binaria < en L([0,1]) es un orden admisible si es
un orden lineal en L([0,1]) refinando <y, i.e. si para todo [a,b], [c,d] € L([0,1])
tal que [a,b] <y, [¢,d] entonces es también [a, b] < [c, d].

El uso de ordenes admisibles nos permite comparar intervalos usando ordenes
totales entre ellos. En este ejemplo mostramos unos ordenes admisibles.

Ezample 1. Let [a,b],[c,d] € L(]0,1]) :

v 0,0 21 [e,dl e a<co(a=cyb<d);

v [0, X2 fe,d & b<do(b=dya<c);

v [a,b] Xxy [e,d] @ atb<c+d o (a+b=c+d y b—a<d—c) (definido
pot Xu y Yager en [17]);

[a,b] <4 [c,d] & Ku(a,b) < Kq(c,d) o (Kq(a,b) = Ku(c,d) and Kg(a,b) <
Kg(c,d)), siendo K, : [0,1]* — [0,1] una funcién definida K, (a,b) = a+a-

(b—a) para o, B € [0,1] y a # S.
Definition 3. Una funcidn de agregacion n-aria (n € Nyn > 2) es una fun-

cion no decreciente en cada argumento, M: [0,1]" — [0,1], cumpliendo que
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Bustince et al. describen en [3] diferentes métodos de construccién de ordenes
admisibles utilizando funciones de agregacién y presentan la nocién de agregacién
de funciones intervalares.

2.3. Particién intervalo valorada difusa

El concepto de particién I-difusa, esto es la generalizacién de la particién
difusa fué propuesta por V. Torra y Miyamoto en [14]. Esta generalizacién fué
propuesta para el caso de conjuntos intuicionistas difusos de Atanassov y para
conjuntos intervalo-valorados difusos. Si consideremos un conjunto de IVFSs,
no es posible que todas las pertenencias del extremo inferior sumen uno y que
todas las pertenencias del extremo superior de los intervalos sumen uno al mismo
tiempo, salvo que la amplitud de todos los intervalos sea cero (es decir el caso
difuso). Por tanto la particién intervalar requiere que solo la suma de los extremos
inferiores sume uno.

Definition 4. Sea X el conjunto referencial. Entonces un conjunto de IVFSs
A={Ay, -, Ac} es una particion intervalo valorada difusa si

1. Zf:l pj(x) =1 para todo x € X;
2. Eziste como mucho un IVFS tal que p;(x) = [;(x) for all x.

2.4. El algoritmo Fuzzy c-Means

Sea X = {zM, ... 2"} un conjunto de datos no etiquetados con m ejemplos
, v cada ejemplo z(9) = (acgi), . 7x£f)) un vector de n dimensiones. El objetivo
del FCM es encontrar los centros de los clisteres v, (centroides) que minimizen
la funcién de disimilitud. La funcién de disimilitud mide la distancia entre un
dato () y el centroide v.: d2, = ||2(Y) — v.]|} siendo ||.||a una norma inducida
en R™ con A una matriz definida positiva (n x n). La funcién objetivo es una
suma ponderada de las disimilitudes dentro de cada cluster:

m

C
JU) =3 (pe(z®)’d, (1)

i=1 c=1

Siendo U la particién difusa y b el parametro llamado ”grado de fuzzificacion”.
En el proceso de minimizacién los centros van moviéndose para encontrar la
mejor posicién de tal forma que la multiplicacién de las pertenencias (")
por las distancias d7, acabe siendo minima. La optimizacién aproximada de est4
basada en la iteracién de las condiciones necesarias que fueron derivadas por
Bezdek.

3. El problema de las particiones difusas

Muchos autores han descrito los problemas que generan las particiones difu-
sas. En esta seccién vamos a comentar un ejemplo que fué propuesto por Pal et.
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Datos FCM

Punto| x v () p2 (@)
0 ]0.9583 | 0.0417
-3.34|1.67| 0.9755 | 0.0245
-3.34 0 | 0.9756 | 0.0244
-3.34|-1.67| 0.9318 | 0.0682
-1.67| 0 | 0.9541 | 0.0459
0.0456 | 0.9544

=
S
[
]
ot

O 0| S| O x| W N
—
(=2}
]
o

+ + 3.34[1.67| 0.0245 | 0.9755
P - 3.34] 0 |0.0245 | 0.9755
. . 3.34]-1.67| 0.0683 | 0.9317

2 0 5 10 5 0 |0.0419 | 0.9581
11 0 0 |0.5002 | 0.4998
12 0 10 | 0.5000 | 0.5000

Figura 1. (a) Puntos representando el conjunto de datos del ejemplo. (b) Conjunto de
datos y pertenencias difusas obtenidas por el algoritmo FCM

al. [9]. Si tenemos el conjunto de datos {z(M), z(?) ... 201 (21 de la Figura
1.

Podemos observar que en el conjunto de datos hay claramente dos clisteres
de cinco puntos cada uno, pero ('Y y (12 son dos puntos dificiles de asignar
a cualquiera de los cliisteres. Usualmente x(!!) se conoce como inlier (puente)
ya que puede pertenecer perfectamente a cualquiera de los dos clisteres, sin
embargo z(12) es un outlier porque dificilmente pertenece a ninguno de los dos
clusteres. La presencia de estos outliers e inliers afecta a la posicién final de los
centroides. De hecho, si eliminamos () y z(12) la posicién de los centroides
cambia, sin embargo el valor de las pertenencias de los elementos a los clisteres
permanece practicamente inalterada. Los datos (1)) y 2(12) tienen sus valores de
pertenencia alrededor del 0,5 en cada cluster debido a que su distancia es equi-
distante a los centroides, sin embargo (12 estd4 mucho més lejos de los clisteres
que (V. Este problema (que los dos puntos sean equivalentes en cuanto a sus
pertenencias) esta causado por la restriccién de que la suma de las pertenencias
debe ser uno. Por lo tanto obtener una particién en la que sea posible diferenciar
entre outliers e inliers es un reto interesante.

4. Propuesta de clustering intervalo-valorado

En nuestra propuesta, después del proceso de clustering, queremos obtener
una particién intervalo valorada, que satisfaga la definicién 4. Vamos a demandar
dos condiciones:

1. La amplitud de los intervalos de los elementos que estan dentro de los cluste-
res debe ser pequena.
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2. La amplitud de los elementos que estan lejos de todos los clisteres debe ser
grande.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, y que la particiéon deberd represen-
tar los grupos inherentes en los datos, proponemos esta nueva funcién objetivo
(Ecuacién 2) en la cual las pertenencias de los elementos a los clisteres son
intervalos.

G m O (@) — (2@
SO =33 e 4 oS P )

: 2
min d:
i=1 c=1 i=1 c=1 1<*C<*C{ 7‘0}

El primer termino de la funcién objetivo es idéntico al del clasico FCM, salvo
que el valor de las pertenencias es el extremo inferior del intervalo. Este termino
se encarga obtener una particiéon que represente correctamente los clusteres pre-
sentes en los datos (al menos tan bien como el FCM). El segundo termino se
encarga de la amplitud de los intervalos. Si la distancia de un elemento al cen-
troide de alguno de los clisteres es pequena entonces la amplitud del intervalo
debe ser pequena, ya que estamos en un proceso de minimizacion. Por el con-
trario, si la distancia de un elemento a todos los clisteres es grande, entonces la
amplitud de su intervalo no hace falta que sea tan pequena.

Hay varias restricciones en el proceso de optimizacién. Las primeras son
debidas a que debemos obtener una particién intervalo valorada, en la cual la
suma de los extremos inferiores debe ser uno. Existe una restricciéon por cada
elemento del conjunto de datos.

C .
Z&(a@(’)) =1 3)

Ademés las pertenencias deben ser intervalos, es decir, el extremo inferior debe
ser menor o igual que el extremo superior, y las dos deben estar en el intervalo
unidad. Existe una restriccién por todas pertenencias de cada elemento a todos
los clusteres.

0 < pe(2™) < () <1 (4)

Los centroides de los clusteres se calculan utilizando extremos inferiores de los
intervalos: ] ]

S el i

Ve = ZZZI &(J)(z))b ( )

la distancia d?, entre el elemento i-esimo y el cluster ¢ se calcula utilizando la
siguiente expresion (similar al FCM): d2, = ||z(¥) — v,||4. El pardmetro K en el
segundo termino de la funcién objetivo (Ecuacién 2) se utiliza para controlar la
amplitud de los intervalos en la particién final. Si el valor de K es grande, debido
a que es un proceso de minimizacién, dicho segundo término tendra mucho peso
y por tanto las amplitudes seran pequenas en la particién final. Por el contrario
si K es bajo tendremos una particién con amplitudes grandes.

Resolver este problema de optimizacién no es sencillo y con un gran nimero
de datos se vuelve computacionalmente complejo. El niimero de restricciones es
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realmente grande (m % ¢+ m), y crece linealmente con el nimero de ejemplos y
clusteres a identificar. Hemos utilizado la funcién fmincon implementada en la
toolbox de optimizacién de Matlab. Esta funcién resuelve problemas de optimi-
zacién no lineal con restricciones basado en el método de puntos interiores.

Queda para un futuro derivar la funciéon objetivo y encontrar las condicio-
nes necesarias y obtener un método de optimizacion aproximado iterativo para
acelerar el proceso de optimizacion similar al del FCM.

5. Experimentos

En esta seccion presentamos los resultados obtenidos con nuestra propues-
ta. Primero aplicamos nuestro método en los datos de la Figura 1 (seccién 3).
Utilizamos la distancia euclidiana, los parametros b = 1, K =1, C = 2 y
la particion inicial es aleatoria. En la Figura 1 mostramos las pertenencias in-
tervalo valoradas obtenidas. Observamos que los intervalos de pertenencia de
{x(l),x(2),~~~ ..,x(lo)} son altos y tienen amplitudes pequenas al cluster que
pertenencen y pertenencias bajas y amplitudes pequenas al cluster al que no
pertenecen. El extremo inferior de los datos () y (12) es 0,5 en cada cluster
y la amplitud de esos intervalos es mayor que las del resto de elementos. En la
Figura 1(a) el drea de los puntos es proporcional a la amplitud de los intervalos
de pertenencia al cluster 2 (cuarta y quinta columna del Cuadro 1). El color de
los puntos depende del cluster al que el elemento ha sido asignado. Para decidir a
que cluster pertenece cada elemento utilizamos el siguiente orden admisible para
comparar los intervalos de pertenencia [a,b] <11 [¢,d] & a <co(a=cyb<d).

Cluster 1 Cluster 2
@) @) @) mE@ )
0.9427 0.9690 | 0.0573 0.2600
0.9377 0.9640 | 0.0623 0.1719
0.9377 0.9641 | 0.0623 0.1717
0.9245 0.9581 | 0.0755 0.2756
0.9083 0.9431 | 0.0917 0.1910
0.0917 0.1266 | 0.9083 1.0
0.0623 0.0887 | 0.9377 1.0
0.0623 0.0886 | 0.9377 1.0
0.0755 0.1091 | 0.9245 1.0
0.0573 0.0836 | 0.9427 1.0
11| 0.5000 0.5997 | 0.5000 0.6939
12| 0.5000 0.6311 | 0.5000 0.8762
() ®)
Cuadro 1. (a) Grafico de las amplitudes de los intervalos en la particién final. (b)
Pertenencias intervalo valoradas obtenidas por el método propuesto IV-FCM

)
-

O 0| || U x| W N+

mN
L
B
.
.
.
.
.
.
S
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Por lo tanto en este conjunto de datos de ejemplo comprobamos que hemos
conseguido el objetivo. Podemos identificar los otliers y los inliers. El extremo
inferior de sus intervalos de pertenencia es 0,5 en ambos casos (inliers y outliers),
sin embargo la amplitud de los outliers es mayor que las de los inliers. Podriamos
calcular un umbral y decidir que los datos cuya amplitud sea mayor que ese
umbral son outliers.

En el siguiente experimento utilizamos un conjunto de datos mas complicado
que fue propuesto por Chatzis [7] y ha sido utilizado en varios trabajos para com-
parar algoritmos de clustering. Es un conjunto de datos sintético generado por

tres distribuciones gaussianas (100 puntos cada una):f, = N <[O} , [ 2 0’5} >,

310,505
3] 10 3] [ 2 -05
fb:N<|:0:|7|:00,1:|)’fC:N<|:0:|7|:_0,5 0’5:|>

Ademas se anaden 100 puntos, ruido y outliers, que son generados por otra
distribucién uniforme en el intervalo [—10, 10] (ver Figura 2).

10—

-10 . ! hd ! !
-10 -5 0 5 10

Figura 2. Conjunto de datos

Aplicamos nuestro método utilizando la distancia euclidea, con los parame-
tros b =1, K =1, C = 3 y con la particién inicial aleatoria. En la figura 3
mostramos los resultados en donde el area de los puntos es proporcional a la
amplitud de los intervalos. Las propiedades que demandamos a la particion se
cumplen, ya que los outliers tienen una amplitud més grande que los puntos que
son cercanos a los centroides de los clusteres.
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-2+ . ‘
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_8 - -

X
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~10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 3. Clisteres y amplitud de los intervalos en el conjunto de datos sintéticos.
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6. Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo hemos propuesto una nueva funcién objetivo para obtener
una particién intervalo valorada difusa en un proceso de clustering. Represen-
tamos la incertidumbre en la pertenencia de los elementos a los clisteres con la
amplitud de los intervalos, de tal forma que somos capaces de detectar de forma
sencilla los outliers. Como trabajos futuros nos planteamos comparar nuestro
método con otros algoritmos de clustering que también sirvan para detectar
outliers. Ademés nos planteamos derivar la funcién objetivo y encontrar las con-
diciones necesarias para obtener un algoritmo de optimizacion aproximado que
sea iterativo y asi reducir la complejidad computacional cuando hay muchos da-
tos. Otras dos facetas que se pueden investigar es el efecto de utilizar diferentes
particiones intervalares y anadir términos a la funcién objetivo similares a las
extensiones del algoritmo FCM existentes.
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