RU-implicaciones en procesos de inferencia
borrosa

M. Mas, M. Monserrat, J.V. Riera, D. Ruiz-Aguilera, and J. Torrens

Universitat de les Illes Balears
Crta. Valldemossa km 7.5, E-07122 Palma
{mmg448,mmal12, jvicente.riera,daniel.ruiz, jts224}0uib.es

Resumen Los procesos de inferencia borrosa en el razonamiento apro-
ximado se llevan a cabo habitualmente a través de las reglas del Modus
Ponens y del Modus Tollens. En este trabajo se investigan las funciones
de implicacién borrosa obtenidas por residuacién a partir de uninormas,
también llamadas RU-implicaciones, que satisfacen estas reglas de infe-
rencia con respecto a t-normas y a negaciones borrosas continuas. Las
desigualdades correspondientes a que dan lugar dichas reglas se resuelven
para las clases de uninormas mas habituales como son las uninormas de
Umin, las idempotentes y las representables.
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1. Introduccion

Las funciones de implicacién borrosa son unos de los conectivos légicos méas
importantes en la légica borrosa y el razonamiento aproximado. No solo se usan
para modelizar los condicionales borrosos, sino también en los procesos de infe-
rencia a través del Modus Ponens y del Modus Tollens generalizados. Ademas,
las funciones de implicaciéon borrosa son ttiles, no solo en muchas aplicaciones
derivadas del propio razonamiento aproximado, sino también en muchos otros
aspectos como las medidas de inclusion, las ecuaciones relacionales borrosas, la
morfologia matematica, la computacién con palabras, etc. Por este motivo, la
investigacion sobre funciones de implicacién se ha desarrollado de forma intensa
en las ultimas décadas incluso desde el punto de vista puramente tedrico, como
demuestran el articulo recopilatorio [15] y los libros [3,4] totalmente dedicados
a este tipo de conectivos légicos y sus aplicaciones.

Una punta de lanza en esta investigacion consiste en el estudio de propie-
dades que habitualmente derivan en la resolucién de ecuaciones funcionales (o
desigualdades) en las que las incégnitas son funciones de implicacién (véase por
ejemplo el capitulo 7 del libro [4] y las referencias alli citadas). Dos de estas
propiedades adicionales son el Modus Ponens y el Modus Tollens generalizados.
De hecho, los esquemas de inferencia en el razonamiento aproximado se basan
en estas propiedades, que se llevan a término a través de la Regla Composicional
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de Inferencia (CRI) de Zadeh (véase por ejemplo la seccién 8.3 en [4]). De este
modo, si I es una funcién de implicaciéon, T una t-norma y N una negacién
borrosa, el Modus Ponens con respecto a T' y el Modus Tollens con respecto a
T y a N se escriben en logica borrosa como las desigualdades

T(z,I(z,y)) <y para todos z,y € [0, 1],
T(N(y),I(x,y)) < N(z) para todos z,y € [0,1],

respectivamente.

Ambas propiedades han sido estudiadas por diversos autores [2,4,18,19,20],
especialmente para R, (S,N) y QL-implicaciones derivadas de t-normas, t-
conormas y negaciones. Sin embargo, existen diversas generalizaciones de estos
tipos de implicaciones, substituyendo la t-norma y la t-conorma por funciones
de agregacién mds generales (véase por ejemplo [4] y las referencias alli citadas).
Una de estas generalizaciones estd basada en uninormas, obteniendo las llamadas
RU-implicaciones [1,7], (U, N)-implicaciones [5] e incluso QL y D-implicaciones
derivadas de uninormas [12].

En esta comunicacién se pretende estudiar el Modus Ponens y el Modus
Tollens para RU-implicaciones dejando los otros casos para trabajos futuros.
Veremos que existen numerosas RU-implicaciones que verifican tanto el Modus
Ponens como el Modus Tollens y, en diversos casos cuando la t-norma T y la
negacién N son continuas, caracterizamos todas las que lo verifican, dedican-
do especial atencién a tres clases concretas de uninormas: uninormas de Uy,
idempotentes y representables.

2. Preliminares

Supondremos que el lector conoce la teoria basica de t-normas, t-conormas y
negaciones borrosas (todas las notaciones y resultados utilizados en este trabajo
se pueden hallar en [9]). Supondremos también conocidos los resultados bésicos
sobre uninormas [8] asi como sus clases més habituales [11], esto es, uninormas
en Unin ¥ Umsax, uninormas representables y uninormas idempotentes.

Recordaremos en esta secciéon unicamente algunos resultados sobre impli-
caciones y uninormas con el objetivo de establecer la notacién necesaria que
utilizaremos a lo largo del trabajo.

Definicién 1 Una aplicacion I : [0,1] % [0,1] — [0,1] se dice que es una funcién
de implicacién borrosa si es decreciente en la primera variable, creciente en la
segunda y verifica 1(0,0) =1(1,1)=1 e I(1,0)=0.

Noétese que, a partir de la definicién, se deduce que I(0,2) = 1 e I(z,1) = 1
para todo x € [0, 1], mientras que los valores simétricos I(z,0) e I(1,z) no son
deducibles de la definicién.

Definicién 2 Una uninorma es una aplicacion U : [0,1]*> — [0,1] asociativa,
conmutativa, creciente en cada variable y tal que existe un elemento e € [0, 1],
llamado elemento neutro, tal que U(e,x) = x para todo x € [0,1].
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Evidentemente una uninorma con elemento neutro e = 1 es una t-norma y
una uninorma con elemento neutro e = 0 es una t-conorma. Para cualquier otro
valor e €]0, 1] la operacién se comporta como una t-norma en [0, ]2, como una
t-conorma en [e, 1]? y toma valores entre el minimo y el méximo en el conjunto
A(e) dado por

A(e) =[0,e[x]e,1] U Je, 1] x [0, €.

Denotaremos de forma habitual una uninorma con elemento neutro e y t-norma
y t-conorma subyacentes, T y S respectivamente, por U = (T, e, S). Cualquier
uninorma verifica que U(0,1) € {0,1} y cuando U(1,0) = 0 se dice que la
uninorma U es conjuntiva, mientras que cuando U(1,0) = 1 se dice que U es
disyuntiva.

Las clases de uninormas més conocidas y estudiadas son las siguientes:

= Uninormas en Unin ¥ Unax. Son aquellas cuyos valores en la regién A(e) son
siempre el minimo o el méximo, respectivamente. Una uninorma en Up,
con elemento neutro e €]0, 1[ y operadores subyacentes una t-norma 7'y una
t-conorma S, la denotaremos por U = (T, e, S)mm v, de forma similar, una
uninorma en Upsx la denotaremos por U = (T, e, S)max-

= Uninormas idempotentes. Son aquellas tales que U(x,x) = x para todo x €
[0,1]. Fueron caracterizadas primero en [6] para el caso de tener alguna
continuidad lateral y en [10] (véase también [17]) para el caso general. Para
toda uninorma idempotente U existe una funcién decreciente g : [0,1] —
[0,1], simétrica respecto a la identidad, con g(e) = e y tal que U viene dada
por el minimo por debajo de la funcién g y por el maximo por encima de g.
Denotaremos una uninorma idempotente U con elemento neutro e y funcién
asociada g por U = (g, e)iqe y la clase de uninormas idempotentes por Uige.

= Uninormas representables. Son aquellas uninormas para las cuales existe
una funcién estrictamente creciente h : [0,1] — [—o0, +00] con h(0) = —oo,
h(e) =0y h(1) = o0, llamada generador aditivo, tal que

U(z,y) = h™' (h(z) + h(y))
para todo (z,y) € [0,1]2\ {(0,1),(1,0)} y U(0,1) = U(1,0) € {0,1}. De-

notaremos una uninorma representable U con elemento neutro e €]0,1[ y
generador aditivo h por U = (h, e).cp y la clase de uninormas representables
por Urep. Notemos que en este caso, tanto la t-norma 7' como la t-conorma
S subyacentes, son ambas estrictas.

Por otra parte, existen diversas clases de funciones de implicacién derivadas de
uninormas. Recordamos aqui el caso de las RU-implicaciones.

Definiciéon 3 Sea U una uninorma. La operacién residuada obtenida a partir
de U es la operacion binaria dada por

Iy(z,y) = sup{z € [0,1] | U(x, 2) <y} para todos x,y € [0,1].

Proposicién 1 ([7]) Sean U una uninorma e Iy su operacion residuada. En-
tonces Iy es una implicacion si y solo si U(xz,0) = 0 para todo x < 1. En tal
caso, Iy recibe el nombre de RU -implicacién.
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Esto incluye todas las uninormas conjuntivas, pero también muchas disyun-
tivas que pueden encontrarse, por ejemplo, en las clases de las uninormas repre-
sentables (véase [7]) y las idempotentes (véase [16]). Sin embargo, en el caso de
trabajar con uninormas continuas por la izquierda, claramente se obtiene que
Iy es una implicacién si y solo si U es conjuntiva.

Definicién 4 Sean I una funcion de implicacion, T una t-norma y N una ne-
gacion. Se dice que I verifica

i) El Modus Ponens (MP) con respecto a T, o que I es un T-condicional si
T(x,I(z,y)) <y para todos z,y € [0,1]. (1)
1) El Modus Tollens (MT) con respecto a T y a N si
T(N(y),I(z,y)) < N(x) para todos x,y € [0, 1]. (2)
El siguiente resultado para MP y MT fue dado en [18].

Proposicién 2 ([18]) Sean T wuna t-norma continua por la izquierda, It su
implicacion residuada, N una negacion e I una funcion de implicacion.

i) I wverifica MP con respecto a T si y solo si I < Ip.
1) I verifica MT con respecto a T y a N si y solo si I(z,y) < Ir(N(y), N(x))
para todos x,y € [0,1].

3. Modus Ponens para RU-implicaciones

Todas las uninormas U consideradas a lo largo de este trabajo se consideraran
tales que U(z,0) = 0 para todo x < 1, para asegurar que su correspondiente
operacion residuada Iy es una RU-implicacién de acuerdo con la proposicién 1.

Proposicion 3 Sean T una t-norma y U una uninorma con elemento neutro
e €]0,1[ y t-norma subyacente Ty . Sea Iy su correspondiente RU -implicacion.
Los siguientes apartados son equivalentes:

i) Iy wverifica el MP con respecto a T.
it) Iy y T wverifican la inecuacidn (1) para todos y < x < e.
i1) se verifica la desigualdad

para todos x,y tales que y < x < e, donde I, denota la implicacion residua-
da obtenida a partir de la t-norma Ty .
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Este resultado demuestra que la t-conorma subyacente Sy de la uninorma
U, asf como los valores de U en la regién A(e) no son relevantes para que I sea
un T-condicional. Solo la t-norma Ty subyacente es relevante y solo se necesita
comprobar la desigualdad correspondiente a la T-condicionalidad en la regién

Re={(z,y) €[0,1]* |y <z < e}.

Asi, continuamos nuestro estudio dependiendo de c¢émo es la t-norma sub-
yacente Tyr. Notemos que si T'(e,e) = 0, la condicién iii) de la proposicién 3 se
verifica trivialmente y entonces, cualquier t-norma Ty (continua o no) funcio-
nard en este caso. A partir de ahora, nos restringiremos al caso en que Ty sea
continua y, en particular, a los casos en que Ty = min o Ty sea arquimediana.

Proposicién 4 Sea U una uninorma con elemento neutro e €]0,1] y cuya t-
norma subyacente Ty viene dada por el minimo. Entonces la RU-implicacion
Iy es un T-condicional respecto a cualquier t-norma T. En particular, este es el
caso para cualquier uninorma idempotente.

Ejemplo 1 Sea N una negacion fuerte. Un ejemplo importante entre las uni-
normas idempotentes son aquellas en que la funcion asociada g coincide con N
(véase [16]). En estos casos la correspondiente RU -implicacion viene dada por

min(N(z),y) siy<uz,

IU(xvy) = {

max(N(z),y) siy>x.

A partir de la proposicion anterior resulta claro que todas estas implicaciones
son T-condicionales para cualquier t-norma T'.

Veamos ahora el caso en que la t-norma subyacente Ty es arquimediana,
primero estricta y después nilpotente.

Proposicién 5 Sea U una uninorma con elemento neutro e €]0,1[ y cuya t-
norma subyacente Ty es estricta. Sean Iy la RU-implicacion obtenida a partir
de U y T una t-norma continua.

i) Si Iy es un T-condicional, existe a > e tal que T es una suma ordinal de la
forma T = ({0,a,Ty), (a,1,T1)), donde T, es arquimediana y Ty continua.

i1) Sean ¢ y pq los generadores aditivos de Ty y Ty, respectivamente. Entonces
Iy es un T-condicional si y solo si la funcion g : [0,400] = [0a(£), 0a(0)],

e —1

dada por g(u) = pa (S0 (u)), es subaditiva.

Nota 1 i) Obviamente considerando a =1 en la proposicion anterior se obtie-
nen RU-implicaciones que son T'-condicionales para t-normas arquimedianas
T.

1) Notemos que todas las uninormas representables son casos particulares de
uninormas con 1Ty estricta.
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Ejemplo 2 Tomemos por ejemplo la uninorma representable conjuntiva U con
elemento neutro e = % y generador aditivo h(z) = log (ﬁ) Sabemos que su

implicacion residual Iy viene dada por

1 si (z,y) € {(0,0), (1, 1)},
IU(-Z'7 y) = (1—z)y lowi
Trg_gsy €N cualquier otro caso.
Consideremos T = Tp la t-norma producto, entonces es facil ver que Iy es un
Tp-condicional puesto que en este caso la situacion corresponde a tomar a = 1
y ¢1(x) = —log(z) en la proposicién 5. De esta manera, la correspondiente
funcion g viene dada por g(x) = log(1l + €%), que es claramente subaditiva.

Proposicién 6 Sea U una uninorma con elemento neutro e €]0,1] y cuya t-
norma subyacente Ty es nilpotente con negacion asociada Ny . Sea Iy la RU-
implicacion obtenida a partir de U y T una t-norma continua.

i) Si Iy es un T-condicional existe a > e tal que T es una suma ordinal de
la forma T = ((0,a,T,),{a,1,T1)), donde T, es nilpotente con negacidn
asociada N, tal que eNy(%2) < aN4(Z) para todo x € [0,¢], y T es una
t-norma continua.

ii) Sean ¢ y pq los generadores aditivos de Ty y Ty, respectivamente. Entonces
Iy es un T-condicional si y solo si la funcion g : [0,1] — [p.($),1], dada
por g(u) = @a (S971(u)), es subaditiva.

Nota 2 De nuevo notemos que cuando a = 1 en la proposicion anterior obte-

nemos RU-implicaciones que son T-condicionales para t-normas nilpotentes T'.

Ejemplo 3 Tomemos U una uninorma en Upni, con elemento neutro e = %, con
la t-norma de Lukasiewicz como t-norma subyacente y con cualquier t-conorma
subyacente Sy . En este caso Iy es siempre un Ty,-condicional porque, usando la
proposicién 6, tenemos a =1 y p(x) = ¢1(z) =1 — =, por lo que g(z) = £t
claramente subaditiva.

)

4. Modus Tollens para RU-implicaciones

En esta seccidn, fijada una t-norma continua 7'y una negacién borrosa (con-
tinua, estricta, fuerte) N, queremos investigar qué tipo de RU-implicaciones
satisfacen el Modus Tollens con respecto a Ty a N, de forma similar a como se
ha hecho para el Modus Ponens con respecto a T, en la seccion anterior. Existen
muchas diferencias entre dichas propiedades, y la primera de ellas esté en el uso
de una funcién de negaciéon borrosa N. Mientras que en el MP la negacion N
no aparece, en el caso del MT es muy importante, como se puede ver en los dos
ejemplos siguientes.

Ejemplo 4 i) Consideremos N la negacidn minima que viene dada por la ex-
presion N(x) = Ni(xz) = 0 para todo x > 0. En este caso, es facil ver que una
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implicacion borrosa I verifica MT con respecto a la t-norma T y a la negacion
minima Ny si y solo si la negacion natural de I, dada por Ni(x) = I(x,0), es la
propia Nyz. Notese que las RU-implicaciones construidas a partir de uninormas
de Upin con t-norma subyacente el minimo o una t-norma estricta, o aquellas
construidas a partir de uninormas idempotentes verifican esta propiedad.

ii) Supongamos ahora que N es la negacidon mdzima, que como es sabido viene
dada por la expresion N(z) = Ng(x) = 1 para todo x < 1. En este caso,
una implicacion borrosa I wverifica MT con respecto a una t-norma T y a la
negacion Ny st y solo si I(1,y) =0 para todo y < 1. Destaquemos que las RU-
implicaciones construidas a partir de uninormas representables o de uninormas
idempotentes con g(1) = 0 verifican esta propiedad.

Sin embargo la negacién N suele tomarse continua y a partir de ahora asi
la consideraremos, por lo que tendra un punto fijo denotado habitualmente por
s €]0,1[. Respecto a las tres clases de uninormas usadas para considerar RU-
implicaciones, recordemos que todas ellas verifican U(1,y) € {y,1} para todo
y € [0,1]. Teniendo en cuenta este hecho, podemos dar el siguiente resultado
general.

Proposicion 7 Sean T una t-norma, N una negacion borrosa continua y U
una uninorma tal que U(1,y) =y para todo y < a, U(1,y) = 1 para todo y > «,
con « €]0,1[. Si Iy verifica el MT con respecto a T y a N, entonces

(i) T(N(y),y) =0 para todo y < a.

(i) SiT es una t-norma continua entonces T debe ser nilpotente con generador
aditivo normalizado t : [0,1] — [0, 1] y negacidn asociada Np (cuya expresion
es Np(z) =t7 (1 —t(z))) tal que N(y) < Nr(y) para todo y < .

Veamos los casos de las tres clases de uninormas consideradas en los prelimi-
nares. Cuando U = (Ty, e, Sy)mm es una uninorma de U, con elemento neutro
e €]0, 1] se verifica U(1,y) = y para todo y < e y por tanto la proposicién 7 se
aplica para a = e. De esta manera tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 8 Sean T una t-norma continua, N una negacion borrosa y U =
(Tu, e, Su)mm una uninorma de Upm con e €]0,1[. Si T(N(y),y) = 0 para todo
y < e entonces Iy wverifica el MT con respecto a T y a N para todo y < x tal
que T > €.

La proposiciéon anterior demuestra que para una uninorma U de Ui, el MT
solo puede fallar para valores y < x < e. En particular, la correspondiente t-
conorma Sy de la uninorma U de Uy, no es relevante para que Iy verifique el
MT con respecto a T' y a N. Solo la correspondiente t-norma Ty es relevante
y la desigualdad (2) solo depende del elemento neutro e y la correspondiente
t-norma Ty . En este sentido, podemos obtener el siguiente resultado.

Teorema 9 Sean T una t-norma, U = (Ty, e, Sy)mm una uninorma con e €
10,1] y N una negacién borrosa continua con punto fijo s tal que T(N(y),y) =0
para todo y < e.
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i) Sie < s entonces Iy verifica siempre el MT con respecto a T y a N.
1) Si Ty = min entoces Iy verifica siempre el MT con respecto a T y a N.
iit) Si s < e entonces Iy verifica el MT con respecto a T y a N si y solo si

elr, (%, g) < Ip(N(y),N(x)) paratodos y <z <e.

Ejemplo 5 Consideremos la t-norma de Lukasiewicz Ty, y la negacion cldsi-
ca N(xz) = N.(z) = 1 — x para todo x € [0,1]. Entonces las siguientes RU -
implicaciones verifican el MT con respecto a Ty, y a N¢:

= [y construida a partir de cualquier uninorma de Uy con elemento neutro
e < 1/2, se deduce a partir de (i) del teorema 9.

» [y construida a partir de cualquier uninorma de Upnm con elemento neutro
e > 1/2 tal que Ty(z,y) = min(x,y) para todo x,y € [2—16,1], se deduce a
partir de (iit) del teorema 9.

En el caso que U = (g, e)ige Sea una uninorma idempotente con elemento
neutro e €]0, 1[, se ha de verificar g(0) = 1 para poder asegurar que Iy es una
implicacién borrosa (véase proposicién 1). Si ademds g(1) = a > 0 entonces
U(1l,y) = y para todo y < « y la proposicién 7 es valida. Mientras que si
g(1) = 0 entonces U(l,y) = 1 para todo y > 0. Ademds, para esta clase de
uninormas tenemos el siguiente resultado:

Teorema 10 Sean U = (g, €)ige una uninorma idempotente con elemento neu-
tro e €]0,1[, N una negacién borrosa continua y T una t-norma. Entonces Iy
verifica el MT con respecto aT y a N si y solo si

min(T(N(y),y), T(N(y),g9(z)) < N(x) para todos y < x. (3)

Ejemplo 6 A partir del resultado anterior podemos obtener algunos casos gene-
rales de RU-implicaciones derivadas de uninormas idempotentes que satisfacen
el MT de la siguiente forma.

i) Sea T una t-norma nilpotente con negacion asociada Nt y sea N una ne-
gacion borrosa continua tal que N < Np. Entonces Iy verifica el MT con
respecto a T y a N para cada uninorma idempotente U = (g, €)ide-

it) Sea U = (g,€)ide una uninorma idempotente y N una negacion borrosa
continua tal que g < N (en particular, se verifica g(1) = 0). Entonces Iy
verifica el MT con respecto a cualquier t-norma T y a N. Notemos que este
caso incluye las implicaciones dadas en el ejemplo 1.

Cuando N es una negacién estricta podemos dar una caracterizacién de las
RU-implicaciones que satisfacen el MT con respecto a cualquier t-norma y ne-
gacion estricta IV de la siguiente manera.

Proposicién 11 Sean U = (g, €)iqe una uninorma idempotente con elemento
neutro e €]0,1] y N una negacidn borrosa estricta. Entonces Iy verifica el MT
con respecto a cualquier t-norma y a N si y solo si g(x) < N(z) para todo x > e.
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En el caso en el que U = (h, €),ep Sea una uninorma representable con ele-
mento neutro e €]0, 1] se tiene U(1,y) = 1 para todo y > 0y asf la proposicién 7
no es aplicable. En consecuencia, la t-norma T considerada para el MT puede ser
cualquiera. Estudiamos aqui dos casos principales: T'= min o T es una t-norma
arquimediana continua.

Proposicién 12 Sean U = (h, e)rep una uninorma representable con elemento
neutro e €]0,1[, N una negacion borrosa continua y T = min. Entonces Iy no
verifica el MT con respecto a T y a N.

Proposicién 13 Sean U = (h, e)rep una uninorma representable con elemento
neutro e €]0,1[, N una negacién borrosa continua y T una t-norma arquimediana
continua con generador aditivo t : [0,1] — [0, +o0]. Entonces

i) Iy verifica el MT con respecto a T y a N si y solo si
h=H(h(y) — h(z)) < t7H#H(N(2)) = t(N(y))) para todos y<z.  (4)

it) Si T es nilpotente y N = Nrp, Iy verifica el MT con respecto a T y a N
sty solo si ¢ es subaditiva, donde ¢ : [0,1] — [—00,+00] viene dada por
o(x) = h(t~Y(z)) para todo x € [0,1].

Ejemplo 7 Consideremos la t-norma de Lukasiewicz Ty, y su negacion asociada
N.(z) =1—=z. Sea U la uninorma representable considerada en el ejemplo 2. En
este caso, tenemos (x) = h(1 — x) = In (1=%), que es claramente subaditiva.
Aplicando la proposicion anterior obtenemos que Iy verifica el MT con respecto
a1y ya N..

5. Conclusiones y trabajo futuro

En este articulo se han estudiado las propiedades del Modus Ponens (MP)
y del Modus Tollens (MT) con respecto a una t-norma continua 7' y a una
negacién borrosa N para implicaciones residuadas construidas a partir de uni-
normas, también conocidas como RU-implicaciones. A lo largo de este estudio
han ido apareciendo nuevas soluciones de ambas propiedades. Ademds, se han
investigado especialmente los casos correspondientes a las clases Uy, uninor-
mas idempotentes y uninormas representables, caracterizando las soluciones en
estos casos.

Como trabajo futuro, el estudio realizado en esta comunicacién podria ser
completado considerando otras clases de uninormas conocidas, como las uninor-
mas continuas en el cuadrado abierto unidad ]0, 1[?, las uninormas localmente
internas o aquellas cuyos operadores subyacentes son continuos. Ademads, tanto
el Modus Ponens como el Modus Tollens podrian ser estudiados en un contexto
més general cambiando la t-norma 7" por una uninorma conjuntiva U.,.
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