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Resumen En la légica difusa se utiliza tanto a nivel tedrico como practi-
co el hecho de que el orden natural en los nimeros reales (y, por lo tanto,
en cualquier subconjunto de éste) es un orden total o lineal. Sin embargo,
no existe un orden total natural asociado a R™ con n > 1, por lo que es
necesario estudiar la construcciéon de estos érdenes en la mayoria de las
generalizaciones de los conjuntos difusos. En este trabajo nos centramos
en conjuntos Atanassov inticionistas, donde se definen una clase de érde-
nes lineales estudiando su posible construccion a partir de funciones de
agregacion.
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1. Introduccion

Muchas de las herramientas que se utilizan en el campo de la légica difusa
necesitan ordenar distintos valores o elementos. Este es el caso, entre otros, de la
integral Choquet, la integral de Sugeno o algunas aplicaciones donde es necesario
calcular un ranking entre distintas alternativas (toma de decisién, clasificacidn,
etc. ).

Cuando se trabaja con los conjuntos difusos, como sus pertenencias se en-
cuentran en el intervalo [0, 1], se hereda el orden lineal o total de los ntimeros
reales, pero cuando se trabaja sobre las generalizaciones de los conjuntos difusos,
el orden heredado en los nuevos subconjuntos es sélo parcial y no toda pareja de
elementos puede ser ordenada. Por ello, debe realizarse un estudio de los posibles
ordenes totales en las generalizaciones de los conjuntos difusos. En particular,
en este trabajo, se estudia la construccién de érdenes totales en los conjuntos
Atanassov intuicionistas.

Dado un elemento = del referencial X, la pertenencia de este elemento a un
conjunto Atanassov intuicionista viene dada por una pareja de valores (u(z), v(z))
tales que u(x) expresa el grado de pertenencia al conjunto y v(x) su grado de
no pertenencia [1]. Los érdenes totales que se construyan en estos conjuntos de-
ben considerar que dados z,y € X, "z esta por debajo y”si su pertenencia es
menor y su no pertenencia es mayor (es decir, u(x) < u(y) y v(z) > v(y)). Es lo
que se denominan érdenes admisibles y en este trabajo se generan por medio de
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funciones de agregacion. Fijese que en un orden admisible los elementos (0, 1), y
(1,0) son el minimo y el maximo respectivamente.

La estructura del estudio es la siguiente: en la Seccién 2 fijamos la notacién
y presentamos algunos conceptos necesarios para la comprensién del trabajo.
En la Seccién 3 se definen los érdenes admisibles en los conjuntos Atanassov
intuicionistas dando una construccién utilizando funciones de agregacién. En la
Seccién 4 se presenta un posible ejemplo de donde pueden ser aplicados estos
ordenes. Finalmente, se incluyen las conclusiones de este estudio en la Seccién
5.

2. Preliminares

Esta seccién pretende fijar la notacion que se utilizara a lo largo del trabajo
e introducir los conceptos mas importantes para su compresion.

2.1. Ordenes

La diferencia entre una relaciéon de orden parcial o total resulta crucial en
este trabajo. En este apartado introducimos sus definiciones y algunos ejemplos.

Definicion 1 Una relacion de orden parcial < sobre P es una relacion binaria
reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Dado un orden parcial < sobre un conjunto P y dados z,y € P, se dice x e y
son comparables si z < y 0 y < x. De forma similar, si ninguna de las relaciones
se cumple, se dice que son elementos incomparables. Ademas,

a) se llama minimo al elemento 0p, que cumpla que para todo z € P, 0p =< x;
b) se llama mdaximo al elemento 1p que cumpla que para todo z € P, z < 1p.

Noétese que debido a la propiedad de antisimetria, en caso de existir minimo
y maximo estos son 1nicos.

Ejemplo 1 El orden parcial natural <o en R? viene dado por (a,b) <2 (c,d) si
y solo si a<cyb<d.
Asi, (R?,=2) es un conjunto parcialmente ordenado.

Como se ha explicado anteriormente en un orden parcial pueden existir ele-
mentos z,y € P tales que ni x < y ni y < x. Si se quiere evitar que esto ocurra,
se puede considerar otra clase de 6rdenes denominados totales o lineales donde
ya no existen elementos incomparables.

Definiciéon 2 Un orden total < sobre P es relacion binaria que es transitiva,
antisimétrica y total. Equivalentemente se puede definir como un orden parcial
donde toda pareja de elementos es comparable.

Ejemplo 2 Algunos ejemplos de drdenes totales sobre R? son los drdenes lexi-
cograficos que vienen dados por:
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» (Orden lexicogrdfico-1) (a,b) <iez1 (¢, d) siy solo si
e (a<c);o0
o (a=cyb<d);

s (Orden lexicogrdfico-2 ) (a,b) <jex2 (c,d) siy solo si
o (b<d);o
e b=dya<ec).

2.2. Légica difusa

En 1965 Zadeh introdujo el concepto de conjunto difuso como una manera
de modelar la incertidumbre o la duda.

Definicién 3 [2] Un conjunto difuso A sobre un referencial X es una funcion
A: X — [0,1] donde A(x) se denomina el grado de pertenencia del elemento
x al conjunto difuso A.

Cuando se trabaja en la logica difusa es frecuente tener que fusionar la infor-
macion de distintas fuentes. Una herramienta muy utilizada para este proceso
son las funciones de agregacién.

Definicién 4 Una funcion de agregacion M : [0,1]™ — [0, 1] para n > 2, es una
funcion que satisface:

= M(0,...,0)=0, M(1,....,1)=1,y9

= Para todo par de tuplas (z1,...,%n) ¥ (Y1,...,Yn) tales que x; < y; para
todo i € {1,...,n}, entonces M(x1,...,2n) < M(y1,...,Yn);
esto es, M es creciente con respecto al orden parcial natural en R™.

En particular, las t-normas son un caso particular de funciones de agrega-
cién [3,4,5,6].

Definicién 5 Se llama t-norma T : [0,1]> — [0,1] a una funcién simétrica,
asociativa, creciente con respecto al orden natural de los numeros reales y que
satisface T'(x,1) = x para todo x € [0,1].

Aunque los conjuntos difusos resultan una herramienta muy tutil para mo-
delar la incertidumbre, dependiendo de la naturaleza del problema, pueden no
ser suficiente. Para estos casos existen distintas generalizaciones de los conjun-
tos difusos, véase [7]. En este trabajo centramos nuestra atencién en conjuntos
Atanassov intuicionistas.

Definicién 6 [1] Un conjunto Atanassov intuicionista A sobre un referencial
X es una funcion A : X — [0,1] donde A(z) = (u(z),v(x)) tales que p(x)
expresa el grado de pertenencia al conjunto, v(x) expresa el grado de no perte-
nencia al conjunto y satisfacen que pu(x ) v(z) <1

Se llama par intuicionista al par (pu(z),v(z)) y
los posibles pares intucionistas, es decir,

([ 1]) al congunto de todos

£([0,1]) ={(a,b) | a,b€[0,1] ya+b <1}
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En [1], junto con la definicién de los conjuntos Atanassov intuicionistas, se
introdujo un orden parcial para estos conjuntos.

Definicién 7 Sean fll,flg dos conjuntos Atanassov intuicionistas. De acuerdo
al orden dado por Atanassov [1]

Ay < Ay siy solo si para todo x € Xopg, (@) <pg, (@) yvg (v) > vg, ().

Noétese que este orden consiste en aplicar, para cada elemento del referencial
el orden parcial <zen £([0,1]) dado por

(a,b) 2z (¢,d)siysolosia<cyb>d. (1)

Ademés, los pares (0,1) y (1,0) son el minimo y méximo elemento del conjunto,
respectivamente.

Ejemplo 3 La Figura 1 muestra los pares intuicionistas x1 = (0,2,0,4), xo =
(0,47,0,13), 3 = (0,15,0,8) y x4 = (0,1,0,15). Ndtese que para que el par sea
Atanassov intuicionista debe estar situado en el triangulo inferior izquierda, ya
que son los pares que cumplen u(x) + v(xz) < 1.

Segun el orden parcial dado por Atanassov, x3 <y r1 <, Za.

Ast, dado un par intuicionista Atanassov, otro par es menor que €l si estd
colocado a la izquierda y por encima de él mientras que los mayores estdan a la
derecha y por debajo. Esto significa que dado el par intuicionista x1, todos los
pares colocados en la parte sombreada en verde son menores que x1, mientras
que los situados en la zona sombreada en rojo son mayores que x1.

El par x4 no estd en ninguna de las zonas sombreadas. Esto significa que no
es comparable con x1. Tampoco x3 y x4 son comparables. Sin embargo x4 =< x2.

3. Ordenes admisibles para conjuntos Atanassov
intuicionistas

En [8] se introdujo una familia de érdenes lineales para conjuntos intervalo-
valorados difusos, asi como una contruccién de estos 6rdenes utilizando funciones
de agregacién. En esta seccién se realiza un estudio similar para conjuntos Ata-
nassov intuicionistas.

Definicién 8 Un orden < es un orden admisible sobre L([0,1]) si es total y
refina el orden =<, es decir, un orden total que cumple que para todo par
(a,b),(c,d) € L([0,1]) tales que (a,b) =<z (c¢,d) entonces (a,b) < (c,d) en el
orden lineal.

Proposicién 1 Sean M, My dos funciones de agregacion M; : [0,1]> — [0, 1]
para i € {1,2} tales que para todo par de elementos (a,b), (c,d) € L(]0,1]) las
igualdades M (a,b) = Mi(c,d) y Ma(a,b) = Ma(c,d) se dan simultdneamente si
y solo sia=cyb=d.

Sea M = (M, Ms), entonces la relacidn de orden dada por (a,b) <ps (c,d)
sty solo si
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xl

Figura 1. Orden parcial Atanassov

Z) Ml(a,l — b) < M1(671 —d), 0
’LZ) Ml(a,l — b) = M1(071 — d) Y Mg(a,l — b) < MQ(C,l — d)

es un orden admisible en L([0,1]).

Demostracion. El orden <pj es total ya que debido a la condicién impuesta
a las agregaciones si el par intuicionista no es el mismo, al menos una de las
funciones de agregacién devuelve un valor distinto. Ademas, refina <, ya que si
(a,b) Z¢ (¢,d) entonces a < cy b > dy, por lo tanto,a < cy 1—b < 1—d. Por la
monotonia de las funciones de agregacién se tiene que M;(a,1—b) < M;(c,1—d)
para i € {1,2} y, por lo tanto (a,b) <m (c,d).

Comentario 1 En la Proposicion 1 se ha considerado la negacion fuerte estandar
N(x) =1—=x, pero podrian construirse érdenes admisibles con cualquier funcion
estrictamente decreciente D y comparar los valores: M;(a, D(b)), M;(c, D(d))
para i € {1,2}.

Ejemplo 4 Las proyecciones IT1(x1,22) = x1 y IIa(x1,x2) = 2, son dos fun-
ciones de agregacidn que generan un orden admisible en L([0,1]). Ademds puede
verse que el orden que generan es distinto si se permuta el orden de estas agre-
gaciones. Para los dos pares intuicionistas (0,1,0,4) y (0,3,0,5):

w si M = (I, II5) entonces el par (0,1,0,4) <ps(0,3,0,5) ya que 0,1 < 0,3;
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s mientras que si M = (Il5, IT1) entonces el par (0,3,0,5) <ps (0,1,0,4) ya que
1-05=05<06=1-04.

La siguiente proposicién presenta un conjunto de agregaciones que generan
érdenes admisibles en £([0,1]).

Proposicién 2 Dado un pardmetro a € [0,1], los operadores Atanassov son
funciones de agregacion dadas por My (a,b) = a+a(b—a). Sean a, 5 € [0,1] con
a # [B. Entonces el orden generado por estas dos agregaciones M = (M, Mg)
como en la Proposicion 1 es un orden admisible en L£([0,1]).

Demostracién. Es un sencillo calculo ver que las funciones de agregacion
satisfacen la condicién de la Proposicion 1.

Comentario 2 Ndtese que las proyecciones son casos particulares de estas agre-
gaciones para valores a« =0 y a = 1.

Proposicién 3 Dados o, € [0,1] con a # 3. Entonces el orden admisible
generado por M = (M, Mg) es siempre distinto que el orden admisible generado
por M' = (Mg, M,).

Demostraciéon. Para demostrar la proposicion es suficiente con encontrar dos
pares (a,b), (¢, d) tales que

My(a,1—-0) < My(e,1 —d) y Mg(a,1—b) > Mp(c,1—d). (2)

Sean los pares (0,0) y ("Tw, 1- L;“B) entonces

" Ma(051>:a;
TR
" Mﬁ(oal)zﬁ;
= Mp(250, 25P) = o3P

Como « # 3 entonces o < O‘—;B <pop< aT-S-B < @, pero en ambos casos se
satisface (2).

4. Ejemplo ilustrativo en toma de decision

En esta seccién introducimos un ejemplo de problema de toma de decision
donde los conjuntos considerados son conjuntos Atanassov intuicionistas. Los
6rdenes admisibles construidos en la Seccién 3 nos permiten calcular un ranking
entre alternativas y decidir cual es la mejor alternativa.

Ejemplo 5 En una pdgina web los usuarios votan por sus canciones preferidas.
Ast, dadas dos canciones los usuarios pueden votar:

= La primera cancion es mejor que la sequnda.
= La primera cancion no es mejor que la sequnda.
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= Las dos canciones me gustan por igual.

Sin embargo, no todos los usuarios realizan todas los votos por lo que no
siempre que alguien vota “la cancion a es mejor que la b” luego vota “la can-
cion b es peor que la o”. Este hecho resulta crucial ya que se obtienen distintos
porcentajes para estas valoraciones. Por ejemplo, en la Tabla 1 se consideran
los porcentajes de las 4 canciones mds populares. Si nos fijamos el 39% de los
usuarios opinan que la cancion 1 no es mejor que la 2 (han votado falso) pero
el 73% ha votado que la 2 es mejor que la 1.

l Porcentajes ‘Verdad‘Falso‘No se sabe‘

La cancién 1 es mejor que la 2| 48% |39% 13%
La cancién 1 es mejor que la 3| 62% |14%| 24 %
La cancién 1 es mejor que la 4| 30% [59%| 11%
La cancién 2 es mejor que la 1| 73% |19% 8%
La cancién 2 es mejor que la 3| 58 % |31 % 11%
La cancién 2 es mejor que la 4| 5% [26%| 69%
La cancién 3 es mejor que la 1| 14% | 3% 56 %
La cancién 3 es mejor que la 2| 28% (43%| 49%
La cancién 3 es mejor que la 4| 50% |45 % 5%
La cancién 4 es mejor que la 1| 27% [12%| 61%
La cancién 4 es mejor que la 2| 58% |16 %| 26%
La cancién 4 es mejor que la 3| 38% [52%| 10%
Cuadro 1. Resultados votacién

Como no es posible saber la cantidad de usuarios que han realizado todos
los votos, se considera el conjunto Atanassov intuicionista cuyo par asociado
a “la cancion i es mejor que la j” es (tanto por uno de verdadero, tanto por
uno de falso), es decir, “la cancidn 1 es mejor que la 27 tiene asociado el par
intucionista (0,48,0,39).

El primer paso para la resolucion del problema, consiste en agregar los valores
obteniendo un par intuicionista que exprese el grado de verdad y falsedad de
«la cancion i es la mejor con respecto a todas las demds». Para ello se utiliza
sucestvamente la t-norma intuicionista T;((a,b), (¢,d)) = (ac,b+d—bd) (vease,
por ejemplo [9]) y se fusionan todas las funciones de pertenencia y no pertenencia
de las expresiones «la cancion i es mejor que la j» donde j € {1,2,3,4}\{i}.
Fijese que como la t-norma es asociativa se pueden fusionar las funciones de
pertenencia dos a dos.

Los resultados pueden verse en el Cuadro 2.

En este caso x5 <, x; para i € {1,2,4} pero x1, 23 y x4 son incomparables.
Para poder decidir cual de estas 3 canciones es la mejor se considera el orden
admisible generado por M = {M, /5, M3/3}. Se tiene que:

1 <M T4 <M T2
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La cancién 1 es la mejor: (0,09, 0,78)
La cancién 2 es la mejor: (0,02, 0,58)
La cancién 3 es la mejor: (0,02, 0,78)
La cancién 4 es la mejor: (0,06, 0,64)

Cuadro 2. Resultados agregacion

y por lo tanto la mejor cancién segin este orden admisible es la 2.

5. Conclusiones

En este trabajo se ha introducido la clase de érdenes admisibles para conjun-
tos Atanassov intuicionistas dando un método de construcciéon utilizando funcio-
nes de agregacién. Ademads se ha estudiado como un caso particular los 6rdenes
lineales generados por los operadores de Atanassov y se ha desarrollado un ejem-
plo de cémo pueden aplicarse en toma de decisién. Como lineas futuras, con esta
clase de 6rdenes totales se pueden definir conceptos tales como los OWA, o las
integrales Choquet o de Sugeno en conjuntos Atanassov intuicionitas estudiando
la diferencia de estos operadores en funcién del orden lineal.
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