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Resumen En muchos de los problemas reales de toma de decisiones en
grupo no sólo es importante establecer un ranking sobre las alternativas
sino que también es importante determinar cuánto consenso aporta la
solución obtenida al grupo. Por esta razón, en esta contribución propo-
nemos nuevas metodoloǵıas para medir el grado de consenso obtenido
en los procesos de toma de decisiones en grupo. Realizaremos nuestro
análisis bajo el supuesto de relaciones de preferencias difusas.
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1. Introducción

Un problema clásico de toma de decisiones en grupo se establece en un con-
texto donde un grupo de agentes o expertos tienen que tomar una decisión sobre
un conjunto de alternativas, opciones o candidatos (véase Figura 1). Las opinio-
nes de los agentes sobre las diferentes alternativas se caracterizan habitualmente
por sus propias ideas, principios, conocimientos, etc. y este hecho dificulta el
proceso de toma de decisiones y la obtención de una solución colectiva.

Existen muchos condicionantes que influyen sobre la decisión final en los
procesos de toma de decisiones en grupo. Dos de estos condicionantes son las
opiniones de los agentes o expertos (dominio de expresión, criterios a evaluar, co-
nocimiento previo de los alternativas o candidatos, etc.) y la metodoloǵıa seguida
para obtener la decisión final o colectiva (operadores de agregación, sistema de
votación, etc.).

Debido a estos factores, puede ser interesante no sólo conocer la decisión
final obtenida tras el proceso de agregación de las opiniones individuales sino
conocer cuánto acuerdo con respecto a las preferencias individuales aporta dicha
solución colectiva. Este hecho es importante porque nos permite analizar que
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Figura 1: Esquema de la toma de decisiones en grupo

metodoloǵıas de toma de decisiones podŕıan capturar mejor la coherencia dentro
del grupo de agentes.

La obtención de consenso en problemas de toma de decisiones en grupo y su
medición son áreas de investigación destacadas y activas en la Teoŕıa de Toma
de Decisiones (véase al respecto [7], [9], [11], [15], [19], [21] y [26], entre otros)
y en la Teoŕıa de la Elección Social (véase al respecto [1], [2], [3], [4], [6], [10] y
[17]).

En esta contribución nos centraremos en las medidas de consenso referen-
ciadas (véase [3] y la Figura 2). Estas medidas están definidas originalmente
sobre un marco de trabajo donde las preferencias están representadas mediante
pre-órdenes completos ordinarios.

Con este trabajo pretendemos ofrecer una mayor versatilidad y flexibilidad
de dichas medidas ampliando el marco de trabajo a uno más general que permita
graduar las preferencias mediante el uso de relaciones binarias difusas. Aśı, una
vez establecido este nuevo marco de trabajo, definiremos las nuevas medidas de
consenso referenciadas difusas.

El documento está organizado de la siguiente manera. La Sección 2 está de-
dicada a introducir el marco de trabajo tradicional y las medidas de consenso
referenciadas asociadas a dicho marco. En la Sección 3 incorporamos nuestra
propuesta de marco de trabajo aśı como las nuevas medidas de consenso referen-
ciadas difusas. Por último, en la Sección 4 damos algunas observaciones finales
y planteamos lineas de trabajo para futuras investigaciones.

2. Medidas de consenso referenciadas bajo preferencias
ordinarias

En esta Sección presentaremos el marco de trabajo tradicional en la Teoŕıa
de Elección Social para la medición del consenso. Además, introduciremos la
definición de medida de consenso referenciada original de Alcantud, de Andrés
Calle y Cascón (véase [3] y [5]).
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Figura 2: Medida de consenso referenciada

2.1. Marco de trabajo

Supongamos un conjunto finito X = {x1, . . . , xm} de alternativas, opciones
o candidatos4 y un grupo de agentes o votantes N = {1, . . . , N}.

Sea W (X) el conjunto de pre-órdenes completos ordinarios sobre X. Si
R ∈ W (X) es un orden débil ordinario sobre X entonces mediante la expre-
sión xiRkxj denotamos que el agente k piensa que la alternativa i es al menos
tan buena como la j.

Un perfil R = (R1, . . . , RN ) ∈ W (X) × N. . . × W (X) es un vector de pre-
órdenes completos ordinarios donde Rk ∈ W (X) representa las preferencias del
individuo k sobre las m alternativas para k = 1, . . . , N .

Diremos que un perfil R es constante e igual a R si R = (R, N. . ., R).

Cualquier permutación σ de los agentes {1, 2, . . . , N} determina una per-
mutación de R tal que Rσ = (Rσ(1), . . . , Rσ(N)). De manera análoga, cualquier
permutación π sobre las alternativas {1, 2, . . . ,m} determina una permutación de
cada R ∈W (X) por xs

πRk xt ⇔ xπ−1(s)Rk xπ−1(t) para todo s, t ∈ {1, . . . , N}
y k ∈ {1, . . . ,m}. Entonces para cada perfil R y cada permutación π podemos
definir el perfil πR = (πR1, . . . ,

π RN ).

4 En ocasiones por simplificar la notación, nos referiremos a la alternativa xs como
alternativa s.
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2.2. Medidas de consenso referenciadas

Definición 1 [5] Una medida de consenso referenciada (MCR) es un par
M = (C, ∂) tal que:

1) C es una función de consenso [24], es decir, una aplicación

C : W (X)× N. . .×W (X)→W (X),

que asocia a cada perfil de pre-ódenes completos ordinarios R un pre-orden
completo ordinario C(R), denominado pre-orden de consenso asociado a R.
La función de consenso C verifica:

1.a) C(R) = R para cada perfil R constante e igual a R.

1.b) C(Rσ) = C(R) para cada perfil R y σ una permutación de los agentes.

1.c) C(πR) =π C(R) para cada perfil R y π permutación de las alternativas.

La función de consenso en el contexto de la Elección Social puede reempla-
zarse por una regla de votación que cumpla las propiedades de unanimidad,
anonimato y neutralidad, 1.a), 1.b) y 1.c), respectivamente.

2) ∂ es una distancia de consenso entre un perfil R y un pre-orden completo
ordinario, es decir, una aplicación

∂ : (W (X)× N. . .×W (X)) × W (X)→ [0, 1],

que asigna un numero real, ∂(R, R) ∈ [0, 1], a cada par formado por un perfil
de pre-órdenes completos ordinarios R, y un pre-orden completo ordinario
R, con las siguientes propiedades:

2.a) ∂(R, R) = 1 si y solo si R es constante e igual a R.

2.b) ∂(Rσ, R) = ∂(R, R) para cada posible permutación σ de los agentes.

2.c) ∂(πR,π R) = ∂(R, R) para cada posible permutación π de las alterna-
tivas.

Por consiguiente, asignaremos un valor de consenso ∇M(R) = ∂(R, C(R))
para cada par M = (C, ∂) y para cada perfil de pre-órdenes completos ordinarios
R sobre X.

En [3] se proponen varias medidas de consenso referencias utilizando como
función de consenso las reglas de votación de Borda y Copeland y como distancia
de consenso se utiliza la distancia de Kemeny.
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3. Medidas de consenso referenciadas bajo preferencias
difusas o graduales

En la Sección anterior el marco de trabajo definido, y por tanto las preferen-
cias individuales de los agentes, únicamente tiene en cuenta qué alternativas son
preferidas. Ahora bien, parece natural que los agentes no sólo expresen sus prefe-
rencias sobre las distintas alternativas sino que también manifiesten la intensidad
con la que se producen estas preferencias. Este hecho se puede incorporar al mar-
co de trabajo inicial si consideramos relaciones de preferencia difusas entre las
alternativas. Basándonos en estas premisas en esta Sección rediseñaremos las
medidas de consenso introducidas en la Sección 2. Esto dotará de mayor versa-
tilidad y flexibilidad al marco de trabajo y por tanto, a las medidas propuestas.

A continuación introduciremos algunos supuestos necesarios para adaptar las
medidas tradicionales expuestas anteriormente al enfoque gradual apuntado, aśı
como la definición de las mismas.

3.1. Algunas definiciones básicas

En primer lugar introduciremos algunos conceptos básicos sobre relaciones
binarias y preferencias difusas (véase [20] y [25], entre otros).

Definición 2 Sea X un conjunto no vaćıo. Denominamos relación binaria di-
fusa R̃ sobre X a un subconjunto difuso del producto cartesiano X × X carac-
terizado por su función de pertenencia µR̃ : X ×X −→ [0, 1], donde µR̃(x1, x2)
representa la intesidad con la que el elemento x1 está relacionado con x2.

De aqúı en adelante, consideraremos X un conjunto finito X = {x1 . . . , xm}.
Con el objetivo de simplificar la notación, µR̃(xi, xj) = r̃ij ∈ [0, 1] será la inten-
sidad parcial de preferencia con la que un individuo prefiere la alternativa i a la
j.

Definición 3 Una relación binaria difusa reciproca sobre X = {x1, . . . , xm} es
aquella que verifica r̃ij + r̃ji = 1 y r̃ii = 0,5 para cualesquiera xi, xj ∈ X.

Definición 4 Una relación de preferencia difusa es una relación binaria difusa
reciproca R̃ sobre X = {x1, . . . , xm}.

Con el objetivo de clarificar el significado de las relaciones de preferencias
difusas reciprocas supongamos la siguiente situación. Supongamos que un ex-
perto/agente tiene comparar dos alternativas xi y xj . En un contexto de in-
certidumbre, el agente no sólo indicará cual de las dos alternativas es preferida
sobre la otra sino que además indicará la intensidad de esa preferencia mediante
r̃ij . Cuanto mayor sea r̃ij , mayor será la intensidad de preferencia de la alter-
nativa i sobre la j. En particular, el agente preferirá la alternativa j sobre la i
si 0 < r̃ij < 0,5; el agente manifestará indiferencia entre ambas alternativas si
r̃ij = 0,5; y el agente preferirá la alternativa i sobre la j si 0,5 < r̃ij < 1.
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Definición 5 [23] Dada una relación de preferencia difusa R̃ sobre X, la rela-
ción de preferencia débil ordinaria inducida por R̃, �, viene dada por

xi � xj ⇔ r̃ij ≥ 0,5,

para cada par de alternativas xi, xj ∈ X.

3.2. Nuevo marco de trabajo

En este nuevo marco de trabajo consideraremos también un conjunto finito de
alternativas X = {x1, . . . , xm}, sobre el que cada uno de los N agentes muestran
sus preferencias mediante una relación binaria difusa R̃k sobre X, k = 1, . . . , N .
Como se ha indicado anteriormente, r̃kij = µ

R̃k(xi, xj) ∈ [0, 1]. A partir de la
relación de preferencia difusa del agente k sobre las m alternativas podemos
construir:

Su matriz de intensidades parciales de preferencias, a la cual denotaremos
por R̃k

R̃k =


r̃k11 r̃k12 · · · r̃k1m
r̃k12 r̃k22 · · · r̃k2m
...

...
. . .

...
r̃km1 r̃

k
m2 · · · r̃kmm


Debemos recordar que las relaciones de preferencia difusas consideradas en
esta contribución son reciprocas y por tanto los elementos simétricos de esta
matriz respecto de la diagonal principal suman 1.
Sea Pm×m el conjunto de todas la matrices m×m asociadas a relaciones de
preferencias difusas.

Su vector de intensidades globales de preferencias sobre las alternativas, a la
que denotaremos por R̃k

R̃k = V (R̃k) = (r̃k(x1), . . . , r̃k(xm)) ∈ [0, 1]m

De cada vector de intensidades globales de preferencias R̃k vinculado a cada
agente k ∈ {1, . . . , N} se induce un pre-oden completo ordinario sobre las
alternativas (véase Definición 5).

Un perfil difuso R̃ = (R̃1, . . . , R̃N ) ∈ P× N. . .×P es un vector de matrices de
intensidades parciales de preferencia difusas donde R̃k ∈ Pm×m representa las
intensidades parciales de preferencias del individuo k (k = 1, . . . , N) sobre los
m×m pares de alternativas.

Diremos que un perfil difuso R̃ es constante e igual a R̃∗ si R̃ = (R̃∗, N. . ., R̃∗).
Cualquier permutación σ de los agentes {1, 2, ..., N} determina una permu-

tación de R̃ tal que R̃σ = (R̃σ(1), . . . , R̃σ(N)). De manera análoga, cualquier
permutación π sobre las alternativas {1, 2, . . . ,m} determina un perfil difuso
πR̃ = (πR̃1, ......,π R̃N ) donde cada πR̃k ∈ Pm×m es la matriz de intensidades
parciales de preferencia del agente k asociada a dicha permutación sobre R̃k.
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3.3. Vector de intesidades globales de preferencias

Las relaciones de preferencias difusas tienen asociadas dos elementos. En
primer lugar, una matriz R̃k cuyos elementos, r̃kij , son intensidades parciales de
preferencia , esto es, la intensidad de preferencia con la que un agente prefiere
una alternativa frente a otra. En segundo lugar, las relaciones de preferencia
difusas tienen asociado un vector de intensidades globales de preferencia R̃k que
recoge para cada agente la intensidad de sus preferencias sobre cada una de las
alternativas, r̃k(xi).

Para obtener este vector de preferencias globales para cada agente debemos
transformar la matriz R̃k en dicho vector R̃k = V (R̃k) para lo cual utilizaremos
un operador de agregación.

Actualmente, existen al menos 90 familias diferentes de operadores de agre-
gación que han sido utilizadas para este fin (véase [8], [12], [13], [16], [22] y [27],
entre otros). Entre los operadores de agregación más utilizados en la literatura
existente se encuentran los OWA (Ordered Weighted Averaging) [27].

En esta contribución proponemos la utilización de estos operadores y calculo
de los pesos asociados a los mismos mediante el uso de cuantificadores lingǘısti-
cos. En concreto, cuantificadores que reflejen la idea de “mayoŕıa difusa” de
Orlovsky [25]. El uso de estos operadores para la agregación de intensidades de
preferencias ha sido justificado en la literatura de manera extensa (véase [14],
[18], [25], etc).

3.4. Nuevas medidas de consenso referenciadas difusas

A continuación acomodaremos la definición de medidas de consenso referen-
ciadas (véase Definición 1) al nuevo entorno con información gradual.

Definición 6 Una medida de consenso referenciada difusa (MCRD) es un par
M̃ = (C̃, ∂̃) tal que:

1) C̃ es una función de consenso difusa, es decir, una aplicación

C̃ : P× N. . .× P→W (X),

que asocia a cada perfil difuso R̃ un pre-orden completo ordinario sobre X
C̃(R̃) ∈ W (X), denominado pre-orden de consenso difuso asociado a R̃. La
función de consenso difusa C̃ verifica:

1.a) Para cualquier perfil difuso constante R̃ la función de consenso difusa
C̃ asocia a ese perfil difuso el mismo pre-orden completo ordinario inducido
por R̃∗.

1.b) C̃(R̃σ) = C̃(R̃) para cada perfil difuso R̃ y σ una permutación de los
agentes.
1.c) C̃(πR̃) =π C̃(R̃) para cada perfil difuso R̃ y π permutación de las
alternativas.
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La función de consenso difusa puede reemplazarse por una regla de votación
difusa o gradual que cumpla las propiedades de unanimidad, anonimato y
neutralidad, 1.a), 1.b) y 1.c), respectivamente, como las definidas en Mart́ınez
Panero [23].

2) ∂̃ es una distancia de consenso difusa entre un perfil difuso R̃ y un pre-orden
completo ordinario, es decir, una aplicación

∂̃ : (P× N. . .× P) × W (X)→ [0, 1],

que asigna un numero real, ∂̃(R̃, R) ∈ [0, 1], a cada par formado por un perfil
difuso R̃, y un pre-orden completo R, con las siguientes propiedades:

2.a) ∂̃(R̃, R) = 1 si y solo si R̃ es constante e induce un pre-orden completo
ordinario igual a R.

2.b) ∂̃(R̃σ, R) = ∂̃(R̃, R) para cada posible permutación σ de los agentes.

2.c) ∂̃(πR̃,π R) = ∂̃(R̃, R) para cada posible permutación π de las alterna-
tivas.

Téngase en cuenta que las preferencias difusas tienen asociadas un vector
de intesidades globales de preferencias sobre las alternativas que inducen pre-
ordenes completos ordinarios sobre X.

4. Conclusiones y trabajos futuros

En esta contribución han sido presentadas unas nuevas medidas referencia-
das difusas para la medición del consenso en problemas de toma de decisiones en
grupo bajo un marco de trabajo donde las preferencias son graduales o difusas.
Estas nuevas medidas siguen la tradición de las medidas de consenso referen-
ciadas clásicas para pre-órdenes completos ordinarios. La principal ventaja que
aportan estas nuevas medidas es la mayor versatilidad y flexibilidad que incor-
poran a través de la generalización del marco de trabajo.

Este trabajo se encuentra en una fase inicial de desarrollo y por tanto existen
múltiples ĺıneas de investigación futuras que pueden considerarse tales como:

Estudio de las medidas de consenso referenciadas difusas construidas a partir
de funciones de consenso difusas como es el caso de las reglas de Borda y
Copeland graduales, aśı como la inclusión de distancias de consenso difusas
particulares.

Una vez paricularizadas algunas de las reglas anteriormente mencionadas, el
estudio de sus propiedades y sus caracterizaciones.

Análisis comparativo entre los resultados obtenidos mediante el uso de las
medidas de consenso referenciadas tradicionales y las medidas de consenso
referenciadas difusas.
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