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Resumen En muchos de los problemas reales de toma de decisiones en
grupo no solo es importante establecer un ranking sobre las alternativas
sino que también es importante determinar cudnto consenso aporta la
solucién obtenida al grupo. Por esta razon, en esta contribucién propo-
nemos nuevas metodologias para medir el grado de consenso obtenido
en los procesos de toma de decisiones en grupo. Realizaremos nuestro
analisis bajo el supuesto de relaciones de preferencias difusas.
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1. Introduccion

Un problema clédsico de toma de decisiones en grupo se establece en un con-
texto donde un grupo de agentes o expertos tienen que tomar una decisién sobre
un conjunto de alternativas, opciones o candidatos (véase Figura 1). Las opinio-
nes de los agentes sobre las diferentes alternativas se caracterizan habitualmente
por sus propias ideas, principios, conocimientos, etc. y este hecho dificulta el
proceso de toma de decisiones y la obtencién de una solucién colectiva.

Existen muchos condicionantes que influyen sobre la decisién final en los
procesos de toma de decisiones en grupo. Dos de estos condicionantes son las
opiniones de los agentes o expertos (dominio de expresion, criterios a evaluar, co-
nocimiento previo de los alternativas o candidatos, etc.) y la metodologia seguida
para obtener la decisién final o colectiva (operadores de agregacion, sistema de
votacion, etc.).

Debido a estos factores, puede ser interesante no sélo conocer la decision
final obtenida tras el proceso de agregaciéon de las opiniones individuales sino
conocer cuanto acuerdo con respecto a las preferencias individuales aporta dicha
solucién colectiva. Este hecho es importante porque nos permite analizar que
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Problema de toma de decisiones en grupo
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Figural: Esquema de la toma de decisiones en grupo

metodologias de toma de decisiones podrian capturar mejor la coherencia dentro
del grupo de agentes.

La obtencion de consenso en problemas de toma de decisiones en grupo y su
medicién son dreas de investigacion destacadas y activas en la Teoria de Toma
de Decisiones (véase al respecto [7], [9], [11], [15], [19], [21] ¥ [26], entre otros)
y en la Teoria de la Eleccion Social (véase al respecto [1], [2], [3], [4], [6], [10] ¥
[17]).

En esta contribucién nos centraremos en las medidas de consenso referen-
ciadas (véase [3] y la Figura 2). Estas medidas estdn definidas originalmente
sobre un marco de trabajo donde las preferencias estan representadas mediante
pre-6rdenes completos ordinarios.

Con este trabajo pretendemos ofrecer una mayor versatilidad y flexibilidad
de dichas medidas ampliando el marco de trabajo a uno mas general que permita
graduar las preferencias mediante el uso de relaciones binarias difusas. Asi, una
vez establecido este nuevo marco de trabajo, definiremos las nuevas medidas de
consenso referenciadas difusas.

El documento esta organizado de la siguiente manera. La Seccion 2 esta de-
dicada a introducir el marco de trabajo tradicional y las medidas de consenso
referenciadas asociadas a dicho marco. En la Seccién 3 incorporamos nuestra
propuesta de marco de trabajo asi como las nuevas medidas de consenso referen-
ciadas difusas. Por ltimo, en la Seccién 4 damos algunas observaciones finales
y planteamos lineas de trabajo para futuras investigaciones.

2. Medidas de consenso referenciadas bajo preferencias
ordinarias

En esta Seccién presentaremos el marco de trabajo tradicional en la Teoria
de Eleccién Social para la medicién del consenso. Ademads, introduciremos la
definicién de medida de consenso referenciada original de Alcantud, de Andrés
Calle y Cascén (véase [3] y [5]).
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Figura2: Medida de consenso referenciada

2.1. Marco de trabajo

Supongamos un conjunto finito X = {x1,...,2,,} de alternativas, opciones
o candidatos* y un grupo de agentes o votantes N = {1,..., N}.

Sea W(X) el conjunto de pre-6rdenes completos ordinarios sobre X. Si
R € W(X) es un orden débil ordinario sobre X entonces mediante la expre-
sién z; Rrx; denotamos que el agente k piensa que la alternativa ¢ es al menos
tan buena como la j.

Un perfil R = (Ry,...,Ry) € W(X) x .N. x W(X) es un vector de pre-
6rdenes completos ordinarios donde Ry € W(X) representa las preferencias del
individuo k sobre las m alternativas para k =1,..., N.

Diremos que un perfil R es constante e igual a R si R = (R, .. R).

Cualquier permutacién o de los agentes {1,2,..., N} determina una per-
mutacién de R tal que R” = (R, (1), ..., Ro(ny). De manera andloga, cualquier
permutacién 7 sobre las alternativas {1, 2, ..., m} determina una permutacién de
cada R € W(X) por "Ry ¥ < r-1(5) Rp Tr-1(y) paratodo s, t € {1,...,N}
v k € {1,...,m}. Entonces para cada perfil R y cada permutacién = podemos
definir el perfil "R = ("Ry,...,” Ry).

4 En ocasiones por simplificar la notacién, nos referiremos a la alternativa z, como
alternativa s.
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2.2. Medidas de consenso referenciadas

Definicién 1 [5] Una medida de consenso referenciada (MCR) es un par
M = (C,9) tal que:

1) C es una funcién de consenso [2/], es decir, una aplicacion
C:W(X)x N xW(X)— W(X),

que asocia a cada perfil de pre-ddenes completos ordinarios R un pre-orden
completo ordinario C(R), denominado pre-orden de consenso asociado a R.
La funcion de consenso C verifica:

l.a) C(R) =R para cada perfil R constante e igual a R.

1.b) C(R°) =C(R) para cada perfil R y o una permutacion de los agentes.
l.c) C("R) =" C(R) para cada perfil R y m permutacion de las alternativas.

La funcién de consenso en el contexto de la Fleccion Social puede reempla-
zarse por una regla de votacién que cumpla las propiedades de unanimidad,
anonimato y neutralidad, 1.a), 1.b) y 1.c), respectivamente.

2) O es una distancia de consenso entre un perfil R y un pre-orden completo
ordinario, es decir, una aplicacion

81 (W(X)x N.x W(X)) x W(X)—[0,1],

que asigna un numero real, (R, R) € [0, 1], a cada par formado por un perfil
de pre-ordenes completos ordinarios R, y un pre-orden completo ordinario
R, con las siguientes propiedades:

2.a) O(R,R) =1 siy solo si R es constante e igual a R.
2.b) 9(R°,R) = O(R, R) para cada posible permutacion o de los agentes.

2.¢c) O("R," R) = O(R, R) para cada posible permutacion w de las alterna-
tivas.

Por consiguiente, asignaremos un valor de consenso Vy(R) = 9(R,C(R))
para cada par M = (C, d) y para cada perfil de pre-érdenes completos ordinarios
R sobre X.

En [3] se proponen varias medidas de consenso referencias utilizando como
funcién de consenso las reglas de votacion de Borda y Copeland y como distancia
de consenso se utiliza la distancia de Kemeny.
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3. Medidas de consenso referenciadas bajo preferencias
difusas o graduales

En la Seccién anterior el marco de trabajo definido, y por tanto las preferen-
cias individuales de los agentes, inicamente tiene en cuenta qué alternativas son
preferidas. Ahora bien, parece natural que los agentes no sélo expresen sus prefe-
rencias sobre las distintas alternativas sino que también manifiesten la intensidad
con la que se producen estas preferencias. Este hecho se puede incorporar al mar-
co de trabajo inicial si consideramos relaciones de preferencia difusas entre las
alternativas. Basdandonos en estas premisas en esta Seccién redisefiaremos las
medidas de consenso introducidas en la Seccién 2. Esto dotard de mayor versa-
tilidad y flexibilidad al marco de trabajo y por tanto, a las medidas propuestas.

A continuacién introduciremos algunos supuestos necesarios para adaptar las
medidas tradicionales expuestas anteriormente al enfoque gradual apuntado, asi
como la definicién de las mismas.

3.1. Algunas definiciones basicas

En primer lugar introduciremos algunos conceptos bésicos sobre relaciones
binarias y preferencias difusas (véase [20] y [25], entre otros).

Definicién 2 Sea X un conjunto no vacio. Denominamos relacién binaria di-
fusa R sobre X a un subconjunto difuso del producto cartesiano X x X carac-
terizado por su funcion de pertenencia pg : X x X — [0,1], donde pp(x1,22)
representa la intesidad con la que el elemento x1 estd relacionado con xs.

De aqui en adelante, consideraremos X un conjunto finito X = {1 ..., 2m}.
Con el objetivo de simplificar la notacién, pj(x;, z;) = 7;; € [0,1] serd la inten-
sidad parcial de preferencia con la que un individuo prefiere la alternativa i a la
j-

Definicién 3 Una relacién binaria difusa reciproca sobre X = {x1,...,zmy} es
aquella que verifica 73 +7j; =1 y 7; = 0,5 para cualesquiera x;,z; € X.

Definiciéon 4 Una relacién de preferencia difusa es una relacion binaria difusa
reciproca R sobre X = {x1,...,xm}.

Con el objetivo de clarificar el significado de las relaciones de preferencias
difusas reciprocas supongamos la siguiente situacién. Supongamos que un ex-
perto/agente tiene comparar dos alternativas z; y ;. En un contexto de in-
certidumbre, el agente no sélo indicard cual de las dos alternativas es preferida
sobre la otra sino que ademés indicara la intensidad de esa preferencia mediante
7;5. Cuanto mayor sea 7;;, mayor serd la intensidad de preferencia de la alter-
nativa ¢ sobre la j. En particular, el agente preferird la alternativa j sobre la 4
si 0 <7y < 0,5 el agente manifestard indiferencia entre ambas alternativas si
735 = 0,5; y el agente preferird la alternativa ¢ sobre la j si 0,56 < 7;; < 1.
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Definicién 5 [23] Dada una relacion de preferencia difusa R sobre X, la rela-
cion de preferencia débil ordinaria inducida por R, =, viene dada por

i = Zj = fz] > 075a

para cada par de alternativas x;,r; € X.

3.2. Nuevo marco de trabajo

En este nuevo marco de trabajo consideraremos también un conjunto finito de
alternativas X = {x1,..., 2z}, sobre el que cada uno de los N agentes muestran
sus preferencias mediante una relacién binaria difusa R* sobre X, k=1,...,N.
Como se ha indicado anteriormente, ?f] = pg(zi,z;) € [0,1]. A partir de la
relacién de preferencia difusa del agente k sobre las m alternativas podemos
construir:

= Su matriz de intensidades parciales de preferencias, a la cual denotaremos
por RF

sk =k =k
/r']kl ’,“%2 ... ’r']km
7ok 12 Tog =" Tom
sk =k <k
Tm1T™m2 " Tmm

Debemos recordar que las relaciones de preferencia difusas consideradas en
esta contribucién son reciprocas y por tanto los elementos simétricos de esta
matriz respecto de la diagonal principal suman 1.

Sea P, xm €l conjunto de todas la matrices m x m asociadas a relaciones de
preferencias difusas.

= Su vector de intensidades globales de preferencias sobre las alternativas, a la
que denotaremos por Ry

Rk = V(ﬁ/k) = (fk($1)7 ) 'Fk($m)) € [0) 1]m

De cada vector de intensidades globales de preferencias Ry, vinculado a cada
agente k € {1,..., N} se induce un pre-oden completo ordinario sobre las
alternativas (véase Definicién 5).

Un perfil difuso R = (7@1, e ,7~2N) € P x V. x P es un vector de matrices de
intensidades parciales de preferencia difusas donde RE € Prim representa las
intensidades parciales de preferencias del individuo k (k = 1,..., N) sobre los
m X m pares de alternativas.

Diremos que un perfil difuso R es constante e igual a R* si R = (7%*, N 7~2*)
Cualquier permutacién o de los agentes {1,2,..., N} determina una permu-

tacién de R tal que R = (R°MW ..., R°M). De manera andloga, cualquier
permutacién 7 sobre las alternativas {1,2,...,m} determina un perfil difuso
R = (”Rl, ...... T ’RN) donde cada "RF € P,,xm es la matriz de intensidades

parciales de preferencia del agente k asociada a dicha permutacion sobre RE.
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3.3. Vector de intesidades globales de preferencias

Las relaciones de preferencias difusas tienen asociadas dos elementos. En
primer lugar, una matriz R¥ cuyos elementos, Ffj, son intensidades parciales de
preferencia , esto es, la intensidad de preferencia con la que un agente prefiere
una alternativa frente a otra. En segundo lugar, las relaciones de preferencia
difusas tienen asociado un vector de intensidades globales de preferencia Ry, que
recoge para cada agente la intensidad de sus preferencias sobre cada una de las
alternativas, 7 (x;).

Para obtener este vector de preferencias globales para cada agente debemos
transformar la matriz R* en dicho vector Ry, = V(RF) para lo cual utilizaremos
un operador de agregacion.

Actualmente, existen al menos 90 familias diferentes de operadores de agre-
gacién que han sido utilizadas para este fin (véase [8], [12], [13], [16], [22] v [27],
entre otros). Entre los operadores de agregacién mds utilizados en la literatura
existente se encuentran los OWA (Ordered Weighted Averaging) [27].

En esta contribucién proponemos la utilizacién de estos operadores y calculo
de los pesos asociados a los mismos mediante el uso de cuantificadores lingiiisti-
cos. En concreto, cuantificadores que reflejen la idea de “mayoria difusa” de
Orlovsky [25]. El uso de estos operadores para la agregacién de intensidades de
preferencias ha sido justificado en la literatura de manera extensa (véase [14],
[18], [25], etc).

3.4. Nuevas medidas de consenso referenciadas difusas

A continuacién acomodaremos la definicién de medidas de consenso referen-
ciadas (véase Definicién 1) al nuevo entorno con informacién gradual.

Definicién 6 Una medida de consenso referenciada difusa (MCRD) es un par
M = (C,0) tal que:

1) C es una funcién de consenso difusa, es decir, una aplicacion
C:Px N xP— W(X),

que asocia a cada perfil difuso R un pre-orden completo ordinario sobre X

C(R) € W(X), denominado pre-orden de consenso difuso asociado a R. La
funcion de consenso difusa C verifica:

L.a) Para cualquier perfil difuso constante R la funcién de consenso difusa
C asocia a ese perfil difuso el mismo pre-orden completo ordinario inducido
por R*.

1.b) C(R?) = C(R) para cada perfil difuso R y o una permutacién de los
agentes.

l.c) C~(”7~2) =" (5(7%) para cada perfil difuso R y © permutacion de las
alternativas.
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La funcién de consenso difusa puede reemplazarse por una regla de votacion
difusa o gradual que cumpla las propiedades de unanimidad, anonimato y
neutralidad, 1.a), 1.b) y 1.¢), respectivamente, como las definidas en Martinez
Panero [23].

2) 0 es una distancia de consenso difusa entre un perfil difuso R y un pre-orden
completo ordinario, es decir, una aplicacion

d:(PxN.xP) x W(X)—1[0,1],

que asigna un numero real, 5(7@, R) € [0,1], a cada par formado por un perfil
difuso R, y un pre-orden completo R, con las siguientes propiedades:

2.a) 5(7@, R) =1 siy solo si R es constante e induce un pre-orden completo
ordinario igual a R.

2.b) 5(7@‘7,1%) = 5(7@, R) para cada posible permutacion o de los agentes.

2.¢) ("R, R) = O(R, R) para cada posible permutacion n de las alterna-
tivas.

Téngase en cuenta que las preferencias difusas tienen asociadas un vector
de intesidades globales de preferencias sobre las alternativas que inducen pre-
ordenes completos ordinarios sobre X.

4. Conclusiones y trabajos futuros

En esta contribucién han sido presentadas unas nuevas medidas referencia-
das difusas para la medicién del consenso en problemas de toma de decisiones en
grupo bajo un marco de trabajo donde las preferencias son graduales o difusas.
Estas nuevas medidas siguen la tradiciéon de las medidas de consenso referen-
ciadas clasicas para pre-6rdenes completos ordinarios. La principal ventaja que
aportan estas nuevas medidas es la mayor versatilidad y flexibilidad que incor-
poran a través de la generalizacién del marco de trabajo.

Este trabajo se encuentra en una fase inicial de desarrollo y por tanto existen
multiples lineas de investigacién futuras que pueden considerarse tales como:

= Estudio de las medidas de consenso referenciadas difusas construidas a partir
de funciones de consenso difusas como es el caso de las reglas de Borda y
Copeland graduales, asi como la inclusién de distancias de consenso difusas
particulares.

= Una vez paricularizadas algunas de las reglas anteriormente mencionadas, el
estudio de sus propiedades y sus caracterizaciones.

= Andlisis comparativo entre los resultados obtenidos mediante el uso de las
medidas de consenso referenciadas tradicionales y las medidas de consenso
referenciadas difusas.
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